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Nous resolvons un problbme de classification des categories en donnant 
une description axiomatique des categories de faisceaux de structures 
algebriques sur les espaces topologiques booleens. Les categories satisfaisant 
les axiomes requis sont appelees categories localement indecomposables. 
Dans ces categories, il se dtveloppe d’une part, un processus de localisation 
de chaque objet en objets indecomposables en produit de deux objets, et 
d’autre part un processus de globalisation qui permet de reconstituer chaque 
objet a partir de ses localises. 11 s’opke ainsi une transformation d’un objet 
de la categoric en un ensemble muni d’une structure gtometrique: son spectre 
indecomposable muni d’une topologie spectrale booleenne et d’un faisceau 
structural d’objets indecomposables. 11 en resulte que toute categoric 
localement indecomposable est iquivalente i la categoric de tous les 
faisceaux d’ensembles munis d’une structure algebrique specifique sur les 
espaces topologiques booleens. Ce theoreme gentralise le theoreme de M. H. 
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Stone de representation des alglbres de Boole par les espaces topologiques 
bookns. G&e 1 la presentation axiomatique, on donne une preuve unique 
d’une multitude de thioremes de representation de structures algebriques par 
des faisceaux sur espaces topologiques booliens, on dispose de criteres 
permettant de detecter les categories equivalentes aux categories de faisceaux 
de structures algbriques sur espaces topologiques bookns, et on met au 
point de nombreux pro&d&s de construction de categories de ce type. Cela 
s’applique, par exemple, aux categories d’anneaux commutatifs unitaires 
ayant pour objets: tous les anneaux, les panneaux, les pk-anneaux, les 
anneaux de caracteristique premiere p, les anneaux reduits, reguliers, 
formellement reels, reguliers formellement reels, de Baer, representables par 
domaines, les anneaux differentiels, differentiels de caracteristique premiere 
p, differentiels reduits, differentiels reguliers differentiellement parfaits de 
caracteristique premiere p, les anneaux ordonnbs, ordonnts riduits, anneaux 
rkticulb, fortement reticulb, reguliers fortement reticults, fortement reticulis 
de Baer, etc. El y a bien d’autres exemples. 
La notion de structure algdbrique utilisie, comprend celle de mondide, de 
groupe, d’anneau, de module, d’algebre, et plus glneralement celle d’algibre 
universelle, d’algebre au sens de F. W. Lawvere, d’algibre sur plusieurs 
ensembles de base au sens de J. BCnabou, d’algebre pour une monade de 
rang tini au sens d’Eilenberg-Moore, celle d’ensemble ordonne, de groupe 
ordonni, de catbgorie, etc. Les categories d’ensembles munis d’une structure 
algibrique de ce type, ont etti caracterisbes par P. Gabriel et F. Ulmer de la 
facon suivante: ce sont les categories cocomplete A possbdant un ensemble 
M d’objets tel que: 
(1) M est gtnerateur propre dans A i.e. tout morphisme f de A tel que 
les applications Hom(X,f) sont bijectives pour tout objet X E k2, est 
ntcessairement isomorphique, et, 
(2) tout objet X de M est de presentation tinie dans A i.e. le foncteur 
Horn@‘, -) preserve les colimites filtrantes. 
Les categories qui satisfont ces axiomes sont appelees: categories 
localement de presentation finie. P. Gabriel et F. Ulmer ont dimontrl pour 
ces categories plusieurs theorbmes de representation qui prouvent qu’il s’agit 
bien d’une description axiomatique des categories d’ensembles munis dune 
structure algebrique. 
Une categoric localement indicomposable est une categoric localement de 
presentation finie dans laquelle les produits finis sont codisjoints et 
couniversels, et le produit de l’objet initial Z par lui-m6me est de prben- 
tation finie. Dans une telle categoric A, pour chaque objet A, les objets 
quotients de A de la forme 6: A --t B telle qu’il existe un morphisme 
6’: A --t B’ composant avec 6 un produit (6: A + B, 6’: A + B’) sont appelis 
260 YVES DIERS 
les facteurs directs de A. Ordonnes par l’ordre des objets quotients de A, ils 
constituent une algibre de Boole notee d(A) dans laquelle les deux objets 
quotients 6 et 6’ sont complementaires. Les facteurs .directs sont coclassifils 
par l’objet de presentation tinie Z* = Z x Z, autrement dit, l’objet Z2 est 
coclassificateur des facteurs directs, c’est-a-dire que si 72: Z2 + Z est la 
premiere projection et iB: Z-t B est l’unique morphisme, alors pour tout 
facteur direct 6: A + B, il existe un unique morphisme f: Z2 -+A tel que 
(iB, 6) soit la somme amalgambe de (z,f). Par exemple, dans la categoric 
Ant des anneaux commutatifs unitaires, le carre Z2 de l’objet initial Z est 
isomorphe a l’anneau quotient Z[X]/(X’ -X) et l’algebre de Boole d(A) est 
isomorphe a l’algebre de Boole des idempotents de A. 
Le spectre indecomposable d’un objet A de A est l’espace de Stone de 
l’algebre de Boole d(A). 11 est note Spec,,,(A). L’object A peut 2tre localise 
en chaque point de son spectre indecomposable, en un objet quotient 
indecomposable en produit de deux objets. L’ensemble de ces localisations de 
A coincide avec l’ensemble des objets quotients indecomposables maximaux 
de A, appeles composants indecomposables de A. C’est en fait, l’ensemble 
des libres d’un faisceau A’ defini sur Spec,,,(A) a valeurs dans A, dont l’objet 
des sections globales est A et que l’on appelle le faisceau structural sur 
WcInd(4~ 
La correspondance qui, a un objet A, associe le couple (Spec,,,(A),x) 
detinit en fait, un foncteur ,Z: A + FaisBoolInd A de la categoric A vers la 
cattgorie FaisBoolInd A des faisceaux d’objets indecomposables de A sur 
espaces topologiques booleens. Le foncteur ,?Y est une equivalence de 
categories dont un foncteur quasi-inverse est le foncteur section globale. On 
obtient ainsi le theoreme de representation des categories localement 
indecomposables par des categories de faisceaux de structures algebriques 
sur espaces topologiques booleens. 
Si C est une petite categoric finiment complete possedant des sommes 
linies disjointes et universelles, la categoric Con&JC, Ens] des foncteurs 
finiment continus detinis sur C a valeurs dans Ens, est localement indecom- 
posable et ses objets indecomposables sont les foncteurs tiniment continus 
qui preservent les sommes tinies. Par exemple pour C = Enslin: catigorie des 
ensembles finis, la categoric ContNOIEnsfin, Ens] est equivalente i la 
categoric Boo1 des algebres de Boole. On obtient d’autres categories 
localement indecomposables en prenant pour C les categories suivantes: 
Ordfin: ensembles ordonnes finis et applications croissantes, Topfin: espaces 
topologiques finis et applications continues, TopSobfIn: espaces topologiques 
sobres finis et applications continues, Catfh: categories tinies et foncteurs, 
E: un petit topos Clementaire. On obtient un second thboreme de represen- 
tation des categories localement indecomposables en prouvant que toute 
categoric localement indecomposable A est Cquivalente a une categoric de la 
forme prectdente Cont,JC, Ens]. Ce resultat repose sur le fait que les objets 
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de presentation tinie de A sont stables par produits finis et qu’ils engendrent 
done une sow-categoric pleine An, de A tiniment cocomplkte posskdant des 
produits finis codisjoints et couniversels; il s&it alors de prendre C = Ag. 
Un morphisme de categories localement indkcomposables est un foncteur 
U: A + B dont la source A et le but B sont deux categories localement 
indkomposables, qui preserve les colimites filtrantes et posskde un adjoint a 
gauche prkservant les produits finis. Un tel morphisme induit une bijection 
entre les facteurs directs d’un objet A de A et ceux de UA. Les algbbres de 
Boole d(A) definissent en fait un morphisme de categories localement 
indecomposables d: A + Boo1 et la , categoric Bool apparait comme la 
catigorie localement indecomposable 2-finale. La correspondance entre les 
categories localement indecomposables et les petites categories liniment 
completes posskdant des sommes finies disjointes et universelles peut 
s’exprimer de facon precise par le thkoreme de dualitt suivant: la 2-cattgorie 
des categories localement indicomposables est 24quivalente P la duale de la 
2-categoric des petites categories liniment completes possidant des sommes 
tinies disjointes et universelles. Les sous-categories pleines localement 
indecomposables d’une categoric localement indecomposable A sont les sous- 
categories pleines de A dont le foncteur inclusion est un morphisme de 
categories localement indbcomposables. Ce sont encore les sous-categories 
pleines reflexives B de A fermee pour les colimites filtrantes et satisfaisant 
l’une des conditions suivantes: 
(1) B est fermee pour les facteurs directs, 
(2) un objet de A appartient i B si et seulement ses composants 
indecomposables appartiennent zi B. 
Toute variete dune categoric localement indecomposable d’algibres, 
engendre une sous-categorie pleine localement indicomposable. Si Z: est un 
ensemble de morphismes de presentation tinie d’une catigorie localement 
indecomposable A, on peut construire la catbgorie localement indkcom- 
posable de fractions de A definie par 2: Dans le cas ou les morphismes de Z 
ont pour sources des objets faiblement initiator, cette categoric de fractions 
est tquivalente a la sous-categoric pleine localement indicomposable de A 
ayant pour objets, les objets A clos P gauche pour Z, i.e., tels que les 
applications Horn,@, A) soient bijectives pour tout (T E Z. Dans le cas 
general, cette categoric de fractions est equivalente a la sous-categoric pleine 
localement indecomposable de A ayant pour objets, les objets localement 
clos a gauche pour C, i.e., dont les composants indkcomposables sont clos a 
gauche pour C. Si r est un ensemble de familles finies de morphismes de 
presentation finie de m2me source, dune catbgorie localement indtcom- 
posable A, on peut construire la categoric localement indkcomposable 
universelle dans laquelle les familles de r deviennent des produits. Dans le 
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cas oti les morphismes des familles de r ont pour sources des objets 
faiblement initiaux, cette categoric est equivalente a la sous-catigorie pleine 
de A dont les objets sont les objets A strictement clos i gauche pour r, i.e., 
rendant les applications (Hom,(y,, A)): uF= i Hom,(X,, A) -+ Hom,(X, A) 
bijectives pour toute famille (yi: X-P Xi)iel,+nl de lY Dans le cas general, 
cette categoric est Cquivalente a la sous-categoric pleine de A dont les objets 
sont les objets localement strictement clos a gauche pour r, i.e., dont les 
composants indecomposables sont strictement clos i gauche pour r. Si T est 
une monade de rang tini prbervant les produits finis sur une categoric 
localement indecomposable A, la categoric AT des T-algebres est localement 
indecomposable et le foncteur oubli de structure UT: AT+ A est un 
morphisme de categories localement indecomposables. Si T, T’ sont deux 
theories algebriques au sens de F. W. Lawvere et U: AIg(T’) -+ AI%(T) est un 
foncteur algtbrique entre les categories d’algebres correspondantes, alors U 
est un morphisme de categories localement indecomposables si et seulement 
si la categoric Alg(T) est localement indecomposable et U releve les facteurs 
directs. Si A est une categoric localement indecomposable et A est un objet 
de A, la categoric A/A des objets de. A au-dessous de A, est localement 
indecomposable. Si U: A+ C et V: B + C sont deux morphismes de 
categories localement indlcomposables, la categoric comma (U, V) est 
localement indecomposable. 
Si A est une catlgorie localement de presentation tinie, la categoric 
FaisBool A des faisceaux booleens (i.e., sur espaces booleens) d’objets de A, 
est localement indecomposable, et ses objets indecomposables engendrent 
une sous-categoric pleine equivalente a A. Si r est un ensemble de familles 
finies de morphismes de presentation finie de m2me source de A, la 
categoric FaisBool A, des faisceaux booleens d’objets de A strictement clos a 
gauche pour r, est localement indecomposable. 11 en resulte que les 
categories de faisceaux booleens d’ensembles, d’ensembles ordonnes, de 
treillis, de groupes, de groupes ordonnes, de groupes reticules, d’anneaux, 
d’anneaux ordonnts, d’anneaux reticules, d’anneaux differentiels, de corps, de 
corps ordonnes, de corps differentiels, de modules, d’algebres, etc..., sont 
localement indlcomposables. On obtient un troisieme theoreme de reprtsen- 
tation des categories localement indecomposables en prouvant que toute 
categoric localement indecomposable est Cquivalente i une categoric de la 
forme FaisBool A,. 
La categoric localement indecomposable 2-finale Boo1 peut 6tre d&rite de 
facon axiomatique comme suit. C’est une categoric localement indecom- 
posable A non Cquivalente a la categoric 1 qui satisfait l’une des conditions 
suivantes: 
(1) les objets indecomposables sont isomorphes deux a deux, 
(2) tout objet indecomposable est initial, 
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(3) l’objet initial 2 est ind6composable et son carre 2’ est genbateur 
propre de A. 
C’est encore une categoric qui satisfait les axiomes- suivants: 
(1) elle est cocomplete, 
(2) l’objet initial Z est cogtnerateur propre, 
(3) le foncteur Hom(-, Z) preserve les sommes finies, 
(4) le produit Z* = Z x Z existe et est genirateur propre de prisen- 
tation finie. 
1. DEFINITION DES CATEGORIES LOCALEMENT IND~COMPOSABLES 
Suivant P. Gabriel et F. Ulmer [7, 231 un objet A d’une categoric A est dit 
de presentation finie si le foncteur Horn,@, -): A+ Ens preserve les 
colimites filtrantes, et la categoric A est dite localement de presentation linie 
si elle est cocomplete et possMe un ensemble generateur propre constitue 
d’objets de presentation finie. Une telle catCgorieL est complete. Suivant A. 
Grothendieck et al. [ 11, 11.4.51 une somme (i,: A,+ UkeKAk)kPK d’une 
famille d’objets de A est dite disjointe si les inductions i, sont 
monomorphiques et pour tout couple (k, m) d’elements distincts de K, le 
produit libre de (ik, i,) est l’objet initial de A. Dune facon duale un produit 
(PG l--La 4 -‘Adm d’une famille d’objets de A est dit codisjoint si les 
projections pk sont epimorphiques et pour tout couple (k, m) d’eltments 
distincts de K, la somme amalgamie de &pm) est l’objet final de A. Si 
(f: A + B, g: A + C) est un couple de morphismes de mZme source ayant 
pour somme amalgamie le couple (m: B -+ D, n: C + O), le morphisme n est 
appele image directe de f par g. D’une facon duale si (fi A + B, g: C + B) est 
un couple de morphismes de m%me but ayant pour produit fibrb le couple 
(m: D + A, n: D + C), le morphisme n est appele image &iiproque de f par 
g. Suivant A. Grothendieck .et al. [ 11, 1.2.51, une somme (i,: A, + 
LIkdk)k~K est dite universelle si <pour tout morphisme f: B + UkeK A,, la 
famille des morphismes (jk: B, + B)keK images rtciproques des inductions i, 
par f, est une somme. D’une facon duale, un produit ‘(Pk: nkeK A, L AJksK 
est dit couniuersel si pour tout morphisme f: nkcK A, + B, la famille des 
morphismes (qr: B + Bk& images directes des projections pk par f, est un 
produit. En particulier l’objet final 1 produit ,de la famille vide d’objeh est 
couniversel si et seulement si il est strict, c’est-a-dire si tout morphisme de 
source 1 est isomorphique. 
1.0. D~NITION. Une categoric est localement itidtkomposable si 
(1) elle est localement de presentation finie, 
m/41/3-3 
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(2) le produit de son objet initial par lui-meme est de presentation 
finie, 
(3) ses produits finis sont codisjoints et couniversels. 
L’objet initial est note Z et son produit par lui-mime est note (n: Zz --) Z, 
II’: 2’ + Z). Notons que les produits finis sont codisjoints et couniversels si 
et seulement I’objet final 1 est strict et les produits de deux objets sont codis- 
joints et couniversels. 
1.1. EXEMPLES DE CATEGORIES LOCALEMENT IND~COMPOSABLES. Tous 
les anneaux consider& sont unitaires. 
1.1.1. Ant: categoric des anneaux commutatifs. Elle est localement 
de presentation finie [7]. L’anneau Z est objet initial et son carre 
2’ 1: Z [Xl/(X’ -X) est de presentation tinie. L’anneau {O) est objet final 
strict. Soit A, B, C E Ant et $: A x B -+ C. Posons e =f(O, 1). L’ilement e est 
idempotent et 1 - e =f( l,O). La projection A X B + A est isomorphe au 
quotient de A x B par l’ideal engendre par (0, l), done son image directe par 
f est isomorphe au quotient de C par l’ideal engendre par e. De mbme l’image 
directe de la projection A x B + B par f est isomorphe au quotient de C par 
I’ideal engendre par 1 - e. Or le couple d’anneaux quotients (C -+ C/(e), 
C+ C/(1 - e)) est un produit. Done les produits finis sont couniversels dans 
Ant. 11s sont codisjoints puisque les projections sont surjectives et que la 
somme amalgamee des projections (A x B + A, A x B + B) est isomorphe au 
quotient de A x B par I’ideal engendri par { (0, l), (LO)}, c’est-i-dire 1 {O}. 
1.1.2. An@): categoric des anneaux commutatifs de caracteristique 
p avec p premier. C’est la sous-catigorie pleine de Ant ayant pour objets les 
anneaux verifiant p . 1 = 0. 
1.1.3. p-Arm: cattgorie des p-anneaux [ 191. 
1.1.4. pk-Ant: categoric des pk-anneaux. 
1.1.5. AncRed: anneaux commutatifs reduits. 
1.1.6. AncReg: anneaux commutatifs reguliers [ 2 11. 
1.1.7. AncFormRI: anneaux commutatifs formellement reels, i.e., 
satisfaisant I’axiome: 1 + xf + . . . + xi est inversible [ 171. 
1.1.8. AncOCar: anneaux commutatifs ordonnables avec car& 
positifs, i.e., satisfaisant l’axiome: x: + ... + xi = 0 *xi = 0 [2]. 
1.1.9. AncRedOCar: anneaux commutatifs reduits ordonnables avec 
car& positifs, i.e., satisfaisant l’axiome: xi + ..a + xf = 0 * x, = 0 [2 1. 
1.1.10. AncOCarAnnConv: anneaux commutatifs ordonnables avec 
car& positifs et annulateurs convexes, i.e., satisfaisant l’axiome: 
(xf+ *-a +x;)y=o*x:y=o [2]. 
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1.1.11. AueRepDoor: amteaux commutatifs reprksentables par 
domaines [ 151. 
1.1.12. AneBa: anneaux commutatifs de Baer et homomorphismes 
p&servant l’idempotent associi a chaque Clement [ 121. 
1.1.13. Book algibres de Boole. 
1.1.14. AnSym: anneaux symitriques [ 181. 
1.1.15. AnRed: anneaux r&its. 
1.1.16. AnFwReg: anneaux fortement rtguliers [ 11. 
1.1.17. AncDifz anneaux diffkrentiels et homomorphismes differentiels 
1161. 
1.1.18. An&if@): anneaux differentiels de caracteristique premiere p, 
i.e., satisfaisant p - 1 = 0 [ 161. 
1.1.19. AneDifRed: anneaux differentiels riduits. 
1.1.20. AncDitReg : anneaux differentiels reguliers. 
1.1.2 1. AneDHRegPacf(p): anneaux differentiels kguliers diffkn- 
tietlement parfaits de caracttristique premiere p [ 161. 
1.1.22. AueRegOrdCu: anneaux commutatifs rkguliers ordonnis B 
car& positifs et homomorphismes croissants. 
1.1.23. AneRegRetCar: anneaux commutatifs reguliers reticules it 
carrds positifs. 
1.1.24. AncOrdCar: anneaux commutatifs ordonnes a car& positifs 
[21. 
1.1.25. AneOrdRedCar: anneaux commutatifs ordonnb riduits ii 
car& positifs [2]. 
1.1.26. ~cO~~CSUAMCOOV: anneaux commutatifs ordonnes a car& 
positifs et annulateurs convexes [2]. 
1.1.27. AncRetCar: anneaux commutatifs &iculks a car& positifs et 
homomorphismes prtservant les bomes i&rieures et supkrieures finies [ 141. 
1.1.28. AneForRet: anneaux commutatifs fortement rkticulb [14]. 
1.1.29. AneForRetPro: anneaux fortement r&iculCs projectables [ 141. 
1.1.30. AncForRetRepDom: anneaux fortement r&cults represen- 
tables par domaines totalement ordonnks [15]. 
1.1.3 1. AneForRetRa: anneaux fortement rkticulis de Baer. 
1.1.32. Alg(K): algebres commutatives sur un anneau commutatif K. 
1.1.33. AlgDW(K): algibres diiencielles sur K. 
1.1.34. Mod: modules sur anneaux commutatifs variables. 
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1.1.35. Mod(Red): modules sur anneaux commutatifs rlduits 
variables. 
1.1.36. Mod(Reg): modules sur anneaux commutatifs rtguliers 
variables. 
1.1.37. Mod(Boo1): modules sur anneaux de Boole variables. 
1.1.38. Mod(OrdCar): modules sur anneaux commutatifs ordonnls a 
car& positifs variables. 
1.1.39. Alg: algebres commutatives sur anneaux commutatifs 
variables. 
1.1.40. Alg(Red): algebres commutatives sur anneaux commutatifs 
reduits variables. 
1.1.4 1. Alg(Reg): algebres commutatives sur anneaux commutatifs 
reguliers variables. 
1.1.42. Alg(Boo1): algebres commutatives sur anneaux de Boole 
variables. 
1.1.43. Alg((Red)): algebres commutatives reduites sur anneaux 
commutatifs reduits variables. 
1.1.44. Alg((Reg)): algebres commutatives regulieres sur anneaux 
commutatifs riguliers variables. 
1.1.45. Alg((Boo1)): algebres de Boole sur anneaux de Boole variables. 
1.1.46. Treildist: treillis distributifs born&s. 
1.1.47. Heyt: Algebres de Heyting [9]. 
Pour d’autres exemples, voir 7.1, 12.4, 14.3, 14.8. 
2. L'OBJET COCLASSIFICATEUR DES FACTEURS DIRECTS 
Soit A une categoric localement indecomposable. La catlgorie A est a peu 
d’objets quotients [23], i.e., co-well-powered [20, p. 1261. Pour chaque objet 
A de A, on note Q(A) l’ensemble des objets quotients de A et on identifie par 
abus de langage un objet quotient avec l’un de ses representants [20, p. 1221. 
L’ensemble Q(A) est canoniquement ordonne par: 6: A + B <,u: A -+ C si et 
seulement si il existe un morphisme n: C -+ B vtritiant np = 6 [20, p. 1221. 
Puisque A est cocomplbte, Q(A) est un treillis complet dans lequel 1,: A + A 
est borne superieure et 0,: A --t 1 est borne inferieure. Si (6: A + B, 
6’: A -+ B’) est un produit dans A, les deux morphismes 6 et 6’ sont 
epimorphiques puisque les produits finis sont codisjoints; ils detinissent done 
des objets quotients de A. 
2.0. DEFINITION. Un facteur direct de A est un objet quotient de A de la 
forme 6: A + B tel qu’il existe un morphisme &:A -+ B’ composant avec 6 
un produit (6: A +B, S’:A+B’). 
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Les facteurs directs de A forment un ensemble A(A) ordonne par l’ordre 
induit par celui de Q(A). 
2.1. PROPOSITION. Les facteurs directs sont pr&is&ment les objets 
quotients complkmentfk. Iis contiennent les isomorphismes et les morpkismes 
de but 1. Ifs sont couniversels et stables par composition et sommes 
amalgamkes. 
Preuve. Soit (6: A+ B, 6’: A + B’) un produit. La relation 6 A 6’ = 
0,: A + 1 rtsulte du fait que les produits finis sont codisjoints. Si y: A + C 
est un objet quotient tel que 8 <p et 6’ Q,u, il existe deux morphismes 
m:C-,Betm’:C~B’v~rifiantnyr=6etm’C1=6’etparsuiteilexisteun 
morphisme n: C--t A vbifiant 6n = m et 6’n = m’, il est inverse de p et par 
consequent JJ est un isomorphisme. Done 6 V 6’ = 1, et 6’ est 
complementaire de 6 dans Q(A). Considbons rbciproquement deux objets 
quotients 8: A + B et 8’: A + B’ complementaires dans Q(A). Notons 
(~:BxB’+B,~‘:BxB’ +B’)leproduitdeBetB’et(S,S’):A-rBxB’ 
le morphisme canoniquement d&i. La somme amalgam&e de (6: A + B, 
6: A + B) est (1,: B + B, 1,: B + B) et la somme amalgam&e de (6’: A + B’, 
&A+B) est (O,,:B’+ 1, 0,: B + 1). Puisque les produits finis sont 
couniversels, la somme amalgam&z de ((6,s’): A + B x B’, 6: A -+ B) est 
(p:BXB’-+B, 1,: B + B). De mime, la somme amalgamee de 
((6,6’):A+BxB’, &:A-tB’) est (p’:BxB’-iB’, l,,:B’-+B’). Par 
suite, la somme amalgam&e de ((6,s’): A + B x B’, (6,s’): A + B x B’) est 
(1 BXB’, l,,,,). Le morphisme (6,s’): A + B X B’ est done Cpimorphique. 
Les relations 6 < (6, S’) et S’ < (6, S’) impliquent alors (6,s’) = 1,. Le 
morphisme (a,&) est done isomorphique et le couple (6: A --t B, 6’: A + B’) 
est un produit. Cela prouve que les objets quotients compliment&s sont des 
facteurs directs. Si 6: A + B est isomorphique, le couple (6: A + B, 
0,: A -+ 1) est un produit et par suite 6 et 0, sont des facteurs directs. 
Puisque les produits finis sont couniversels, les facteurs directs le sont. Si 
6: A + B et cc: B + C sont deux facteurs directs, il existe S’: A + B’ et 
,u’:B+C’ tels que (&A+B, &:A-+B’) et @:B+C, p’:B+C’) soient 
des produits; alors @S: A + C, ~‘6: A -+ C’, 8’: A + B’) est un produit, done 
(~5: A --, C, @‘S, 6’): A + C’ x B’) est un produit et par suite ~8 est facteur 
direct. Si &A + B et ,u:A + C sont deux facteurs directs et (r: B + D, 
s: C + D) est leur somme amalgambe; alors r est facteur direct, ainsi que rd. 
2.2. PROPOSITION. L’ensemble A(A) des facteurs directs de A est une 
algibre de Boole duns laquelle le complhent de 6: A -+ B est Punique facteur 
direct 6’: A + B’ cotiposant avec 6 un produit (8: A --t B, 6’: A -+ B’). 
Preuve. Le facteur direct 1, est maximum et le facteur direct 0, est 
mimimum. Si 6: A -*B et 1~: A + C sont deux facteurs directs, leur borne 
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inferieure dans Q(A) est represent&z par la somme amalgamee de (6,~); c’est 
un facteur direct qui est borne inferieure de 6 et ~1 dans d(A). Tout facteur 
direct 6: A + B possede un facteur direct complementaire 6’: A + B’ tel que 
(6, S’) soit un produit. Montrons que 6’ est aussi pseudo-complementaire de 
6 dans Q(A) [9, p. 581. Soit ,u:A + C dans Q(A) tel que p A 6 = 0,. L’image 
directe de 6 par p est 0,: C-1 1 et l’image directe de 6’ par p est un facteur 
direct v: C + C’ composant avec 0, un produit (v, 0,), et par suite v est un 
isomorphisme et p < 6’. 11 en resulte en particulier l’unicite de 6’. Pour 
chaque couple (6,~) de facteurs directs de A, delinissons le facteur direct 
S V ,u par 6 V ,u = (S’ A ,u’)’ et prouvons que c’est la borne superieure de 6 et 
p dans d(A) (cf. [9, Thboreme 4, Section 61). Tout d’abord 6 < 6 V ,u puisque 
6A6’A~‘=O,;dem&me~u~V~.Ensuite,sivEd(A)esttelque6~vet 
,u < u, alors 6 A v’= 0, et ,u A v’ = 0, done v’ < 6’ et v’ ,<,u’, par suite 
v’<&Ap’ done v’A(S’Ap’)‘=O,, done (d’A,u’)‘<v soit dVp<v. 11 
reste a montrer la distributivite. Soit 6, ,u, v E d(A). On a 
6 A p A (8 A ,u’) A (6 A v)’ = 0, et SAVA(~A,U)‘A(SAV)‘=O, done 
,u < (6 A (6 A p)’ A (6 A v)‘)’ et v<(6A (6Ap)‘A (6A v)‘)‘, par suite 
,U V v ( (6 A (6 A ,u)’ A (S A v)‘)’ qui implique (,u V v) A 6 A (6 A p)’ A 
(6 A v)’ = 0, done (Jo Vv) A 6 ( (6 A p) V (6 A v). 
2.3. THBORBME. Dans une catt?gorie localement indkomposable, le 
carre’ Z2 de Pobjet initial est un objet coclassl@cateur des facteurs directs, 
i.e., pour tout facteur direct 6: A --f B, il existe un unique morphisme 
fz Z2 -+ A tel que l’image directe de la projection 7~: Z2 --f Z par f soit 6. 
Preuve. Soit 6: A --t B un facteur direct et 6’: A + B’ son complement et 
notons iB: Z-t B, iB,: Z --) B’ les morphismes uniquement defmis. Si 
J Z2 + A est un morphisme tel que I’image directe de II par f soit 6, alors 
I’image directe de a’ par f est 6’ done f est necessairement le morphisme 
f=i,Xi,,:Z’+BXB’ = A. Or si ,u est l’image directe de rr par iB x iB I et 
p’ est l’image directe de z’ par iB x iB,, on a: 6 <cl et 6’ <,u’, ce qui 
implique p = 6. 
2.4. Le foncteur A: A + Bool. . 
Pour chaque morphisme f: A + B de A, notons d(f ): d(A) -+ A(B) I’ap- 
plication qui assigne a 6 E d(A) son image directe par f: Puisque l’image 
directe par f preserve l’objet quotient minimum, les sommes amalgamees et 
les produits finis, l’application d(f) preserve les bornes inferieures finies et 
les complements, et par suite elle est un homomorphisme d’algibres de 
Boole. 
On obtient de cette facon un foncteur d: A + Bool. Si l’on note 
U: Boo1 + Ens le foncteur ensemble sous-jacent, le foncteur UA: A -+ Ens est 
representable par l’objet Z2 et le couple (Z2, n) est un couple de represen- 
tation. Le foncteur UA preserve done les limites et, puisque l’objet Z2 est de 
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prkentation fmie, il preserve auk Ies colimites filtrantes. Puisque le foncteur 
U crie les limites et les colimites tiltrantes, le foncteur d preserve les limites 
et les colimites filtrantes. 
3. OBJETS INDilCOMPOSABLES 
3.0. DEFINITION. Un objet de A est indecomposable s’il posskde exac- 
tement deux facteurs directs. 
3.1. PROPOSITION. Four un objet A de A, les assertions suivantes sont 
equivalentes. 
(0) A est indecomposable, 
(1) Palgebre de Boole A(A) est isomorphe a Palgebre de Boole 
2 = (0, 11, 
(2) A & 1 et tout facteur direct de A est un isomorphisme ou un 
morphisme de but 1, 
(3) A 74 1 et tout produit (p: A + B, q: A + C) est tel que p ou q soit 
isomorphique, 
(4) le foncteur Hom,(-, A): AoP 4 Ens preserve les sommes finies, 
(5) A 74 1 et tout morphisme Z* 4 A se factorise ci travers n: Z* 4 Z 
ou 71’:Z24Z* 
Preuve. Les equivalences (0) 0 (1) 0 (2) 0 (3) sont immk-liates. 
(3) =s- (4). Le foncteur Hom,(-, A) preserve la somme de la famille 
vide puisque A 14 1 implique Horn A( 1, A) = 0. Soit (p: B x C 4 B, 
q: B x C 4 C) un produit. L’application (Horn& A), Hom,(q, A)): 
Hom,(B, A) LI Hom,(C, A) 4 Hom,(B X C, A) est injective puisque les 
produits finis sont codisjoints et A & 1. ElIe est aussi surjective car pour 
f: B x C 4 A, l’image directe 6: A 4 D de p par f et l’image directe 
6’: A 4 D’ de q par f, composent un produit (6: A 4 D, 6’: A + D’) et par 
suite l’un des morphismes 6 ou S’ est isomorphique ce qui implique que f se 
factorise par p ou q. 
(4) =S (5). Puisque Hom,(l, A) = 0, A & 1 et les deux morphismes 
iA A: Z* + A et iA II’: Z* 4 A sont distincts et ce sont les seuls morphismes 
Z* 4 A puisque HomA(Z2, A) N Hom,(Z, A) LI HomA(Z, A) posstie exac- 
tement deux elements. 
(5) =S (0). A(A) N- Horn ,,(Z*, A) pow&de exactement deux elements. 
La categorte Iad A des objets ind&omposables de A est la sous-categoric 
pleine de A dont les objets sont les objets indecomposables. 
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3.2. PROPOSITION. La sous-catkgorie Ind A est fermtfe dans A pour les 
sous-objets, les colimites filtrantes et les ultraproduits. 
Preuve. La sous-categoric pleine de Boo1 ayant pout objets, les algebres 
de Boole isomorphes i 2 = (0, 1) esf fermee pour les sous-objets, les 
colimites filtrantes et les ultraproduits. La catlgorie Ind A est l’image 
riciproque de cette sous-categoric par le foncteur A: A -+ Bool. Or le foncteur 
d preserve les limites et les colimites filtrantes et par suite les 
monomorphismes et les ultraproduits. Done Ind A est fermbe dans A pour 
les sous-objets, les colimites liltrantes et les ultraproduits. 
4. COMPOSANTS IND~COMPOSABLES D’UN OBJET 
Soit A un objet de A. 
4.0. DEFINITIONS. (1) Un objet quotient indkcomposable de A est un 
objet quotient q: A --) Q de A tel que l’objet Q soit indecomposable. 
(2) Un composant indkomposable de A est un objet quotient indtcom- 
posable maximal de A. 
4.1. PROPOSITION. Pour tout ultrafiltre @ de l’algibre de Boole A(A), 
l’objet quotient y@p: A -+ A, borne infkrieure des facteurs directs de A appar- 
tenant ci @, est un composant indkcomposable de A. L’application @ I-+ y. 
est une bijection de Pensemble des ultrafiltres de A(A) sur l’ensemble des 
composants indkomposables de A. 
Preuve. (a) Pour tout facteur direct 6: A + B de A, notons p(S) = B 
l’objet but. Muni de l’ordre induit par celui de A(A), un ultrafiltre CJ de A(A) 
est un ensemble ordonne cofiltrant qui dtfinit un diagramme tiltrant 
m4LP de A index& par VP dont la colimite est notee (i,: p(S) + AO)SGrP. 
Le morphisme i,“: A + A, reprbente un objet quotient de A note ye qui est 
la borne inferieure des facteurs directs de A appartenant a @. Pour chaque 
SE A(A) l’algebre de Boole A@(6)) est isomorphe i l’algebre de Boole 
quotient A(A)/(S) de A(A) par le liltre principal engendre par 6. 11 s’en suit 
A(A,) = A(l&1~~~/3(6)) N l&66 A(/3(6)) N QaEcD A(A)/(6) 1: A(A)/@ N 2. 
L’objet A, est done indtcomposable. Montrons que ya: A + A, est un 
composant indecomposable de A. Soit q: A -+ Q un objet quotient indecom- 
posable de A tel que y* < q, c’est-i-dire tel que y@ se factorise i travers q. 
Pour chaque 6 E @, le morphisme q se factorise a travers 6 ou a travers 6’. 
Or q ne peut pas se factoriser a travers 6’ sinon ye se factoriserait a travers 
S’ et 6, ce qui est contraire au fait que A, est indecomposable. Done q se 
factorise a travers tous les morphismes 6 E @ et par suite q < ye et done 
Ya = 4. 
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(b) Soit Q un ultrafiltre de A(A) et 6 E A(A). Si 6 E 9, alors 6 
factor& ye. Rbciproquement si 6 factorise ‘ye alors 6’ ne factorise pas ye 
done 6’ e @ et par suite 6 E Q1. Ainsi on a 6 E @ o 6 factor& ye. 11 en 
resulte que si rP et 9’ sont deux ultrafiltres de A(A) tels que ye = yo, alors 
6 E @ o 6 factorise ye = yo, o 6 E @‘, done @ = a’. L’application @ I-+ y,r, 
est done injective. Soit y: A + C un composant indicomposable de A. L’en- 
semble Q des facteurs directs de A qui factorisent y est l’image reciproque du 
facteur direct 1, par l’homomorphisme A(y): A(A) --f A(C). C’est done un 
ultrafiltre de A(A). Le composant indicomposable y. est alors superieur ou 
igal a y et par suite, il lui est igal. L’application @ I+ ye est done surjective. 
5. LE SPECTRE INDriCOMPOSABLE D’UN OBJET ET SON FAISCEAU STRUCTURAL 
On utilise les resultats de [3,4]. 
5.0. PROPOSITION. La cat&orie Ind A des objets indkomposables de A 
est une sous-catigorie multir$lexive de A et elle est localement K,,- 
multiprhentable. 
&ewe. Montrons que la famille des composants indecomposables d’un 
objet A de A est une famille,universelle de morphismes de A vers Ind A. Soit 
f: A + K avec K E Ind A. L’ensemble 9 des facteurs directs de A qui 
factorisent f est un ultrafiltre de A(A) (cf. b) dem. 4.1) et le composant 
indecomposable yo: A + A, factorise f, de facon unique puisque ye est 
Cpimorphique. Si 9’ est un ultrafiltre de A(A) tel que ye, factorise f, alors: 
6 E @’ * 6 factorise yo, * S factorise f + S E @ et par suite @’ c @ done 
a’ = @. 11 en resulte que Ind A est une sous-categoric pleine multireflexive 
de A [4, 3.3.11. Puisqu’elle est fermize dans A pour les colimites filtrantes, 
c’est une categoric localement &multiprbsentable [ 3, Prop. 2.3 1. 
Suivant la notation g&&ale relative aux multiadjoints [6, section 11, pour 
chaque objet A de A, I’ensemble des ultrafiltres de I’algebre de Boole A(A) 
est note Spec,,,(A) et est appeli le spectre indkcomposable de A, et pour 
chaque morphisme f: A + B, l’homomorphisme d’algebres de Boole 
A(f): A(A) --t d(B) definit I’application Spec,&): Spec,,,(B) + SpeqJA) 
qui assigne a un ultraflltre de A(B) son image rbciproque par A(f). La 
topologie spectrale sur Spec,,,(A) est la topologie de Stone [9, section 1 l] 
definie de la fa9on suivante. Notons D: A(A) + 9’(Spcc,,,(A)) l’application 
definie par D(6) = { @ E Spcc,,,(A): S E @}. Elle est strktement croissante et 
induit un isomorphisme entre l’algibre de Boole A(A) et son image no& 
&Y&w+,,(A)). L’ensemble @Spec,,,(A)) est une base d’ouverts de la 
topologie de Stone sur Spec,,,(f). Pour chaque morphisme f: A + B, l’ap- 
plication Spec,,,(f): Spec,,,(B) + Spec,,,(A) est continue. L’ensemble 
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ordonne Q(Spec,,,(A)) consideri comme une categoric est muni canoni- 
quement dune structure de site [ 11, 11.1.151 dont la topologie F a pour 
familles couvrantes, les familles (u, 4 u),EI telle que u = UiE, uI. Le foncteur 
Al: ~(Spec,,,(A))oP + A est dtfini par A(D(6:A -tB)) = B et 2(0(S) c 
D@)) = m pour deux facteurs directs 6: A + B et ~1: A + C virifrant rnp = 6. 
5.1. THI?OR&ME. Le foncteur 2: 9(Spec,,,(A))oP --f A est un faisceau d 
valeurs duns A. 
Preuve. l?tudions d’abord le site .@(Spec,,,(A)). Soit &’ la topologie de 
Grothendieck sur la categoric g(Spec,,,(A)) engendree [ 1 l] par la famille 
vide de morphisme de but 0 et les familles de morphismes de la forme 
(u+ UU v, v+ uUv) verifiant uf7 v=QJ. Puisque ces familles sont 
couvrantes pour 6, on a 6’ c &. Nous allons montrer l’egalite &’ = .F. 
Considtrons d’abord une famille (U --f w, v -+ w) couvrante pour g i.e. telle 
que u U v = w. Alors la famille (u -+ w, v - u + w) est couvrante pour &‘. Le 
crible R de w  engendre par (u + w, v + w) contient le crible R’ de w  
engendre par (u + w, v - u -+ w). Puisque R’ est couvrant pour g’, R est 
couvrant pour 6’ et la famille (U + w, v + w) est couvrante pour g’. 
Considtrons ensuite une famille non vide finie (ui--+ ~)~~1,,“~ couvrante pour 
6, i.e., telle que Uy= i ui = u. Cette famille est composee de familles i deux 
membres couvrantes pour &. D’aprts ce qui precede, chacune de ces familles 
P deux membres est couvrante pour 6’, done la famille composee 
C”i + U)iell,n] est couvrante pour 6’. Considerons entin une famille non vide 
C”i + u)isl couvrante pour &, i.e., telle que Uis, ui = u. Les ouverts de la 
base de topologie C3(Spec,,,(A)) de l’espace de Stone Spec,,,(A) &ant 
compacts, il existe une partie finie IO c Z telle que u = Uialo ut. Le crible R 
de u engendre par la famille (ui + u)~~, contient le crible R, de u engendre 
par la sous-famille (ui + u)~~,~. Puisque la famille finie (ui+ u)lE,, est 
couvrante pour 6, elle est couvrante pour 6’, done R, est couvrante pour 
&’ ainsi que R et la famille (ui + u),~~. Cela acheve de prouver que &’ = 5, 
c’est-i-dire que la topologie & est engendree par la famille vide morphisme 
de but 0 et les familles de la forme (u-t u U v, v + u U v) virifiant 
u n v = 0. Or I’ensemble des familles de cette forme est stable par images 
reciproques. Done d’aprbs les Cor. 2.3 et 2.4 Exp II, de [ 111, le foncteur 
2: 9(Spec,,,(A))oP -+ A est un faisceau a valeurs dans A si et seulement si 
A”(0) N 1 et pour tout famille (u + u U,v, v --t u U v) verifiant u n v = 0, le 
couple @(u U v) -+2(u), A(u U v) + A(v)) est un produit. La condition 
a(0) 2: 1 est satisfaite puisque z(0) = A”(O(O,)) 3~ 1. Pour la seconde, 
considerons 6: A+ B, ,u:A+ C dans A(A) verifiant 6Ap=O, et notons 
S V p: A + S, m: S -+ B, n: S + C les morphismes satisfaisant m(S V p) = 6 et 
n(6 V p) = ,u. Alors m = (A(6 V p))(6) et n = (A(6 V p))@). Les deux objets 
quotients m, n E d(S) verifient done les relations mAn= 
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(A@ V ,u))(d A 1) = @I(6 V p))(O,) = 0, et m V n = (A(8 V p))(d V j4) = 1, et 
par suite, ils sont complkrnentaires dans d(S); ce qui implique que le couple 
(m: S + B, n: S + C) est un ptoduit (Proposition 2.2), autrement dit que le 
couple (A(D(S V cc)) 3 K(D(S)b Z(D(6 V p)) + A@@))) est un produit. 
Le faisceau d detini sur @(Spec,,,,(R))op a valeurs dans A se prolonge de 
facon unique en un faisceau de base Spec,,,(A) i valeurs dans A, note de la 
mBme facon 2 et appele le fuisceuu sfructuru2 sur Spec,JA). 
5.2. PROPOSITION. Le faisceau structural 1 sur Spec,,,(A) a pour 
fibres les composants indkcomposables de A et pour objet des sections 
globales, Pobjet A. 
Preuve. En chaque point @ de Spec,,,(A), la tibre de 2 est 
~s,oA(o(s))=lim,,,8(6)=A, (cf. preuve 4.1). En outre 
J(Spec,,,(A)) = A(D( 1”)) = A. 
6. REP&ENTATION DES OBJETS PAR 
DES FAISCEAUX D'OBJETS INDlkOMPOSABLES 
Un espace boolben est un espace topologique s&par6 compact ayant une 
base de topologie form&e de parties ouvertes et fern&s. Pour chaque espace 
booleen X, on note O(X) la categoric, i.e., l’ensemble ordonne, des ouverts de 
X et pour toute application continue f: X+ Y, on note f *: i?(Y)Op + Q(X)"" 
le foncteur ddfini par f *u = f - l(u). La catigorie FaisBooUnd A des 
faisceaux d’objets indkomposables de A sur espaces boolkens a pour objets 
les couples (X, 3’) form&s d’un espace boolbn X et d’un faisceau 
F: aQop + A de base X a valeurs dans A dont les fibres F,(x E X) sont des 
objets indicomposables de A, et a pour morphismes (X, F) + (Y, G) les 
couples (f, a) formis d’une application continue f: Y + X et d’une transfor- 
mation naturelle a:F+ Gf*. Le foncteur section globale I? 
FaisBoolInd A + A est d&i par r(X, F) = FX et r(f, a) = ax. Le foncteur 
faisceau structural I=: A + FaisBoolImi A est d&i par Z(A) = 
(Spec,,,(A), 2) et Z(f) = (Spec,& f ), a& oti (u,)~(~) est I’image directe de f 
par 6. 
6.0. THBO&ME. Toute catdgorie localement indkomposable A est 
6quivalente ci la catkgorie FalsBooUnd A &s faisceaux Sobjets indthm- 
posables de A sur espaces booldens et les foncteurs C: A --) FaisBoolhd A et 
r: FdrBoolInd A + A sont dks Equivalences de catt?gorfes quasi-inverses 
Pune de Pautre. 
Preuve. Le foncteur TZ est l’identitt de A puisque TX(A) = r(J) = 
~(SpecInd(A)) = A (Proposition 5.2) et que, pour chaque morphismef: A 4 B 
274 YVES DIERS 
de A, D(f) = r(af) = (a f D(,A) =J Soit (X, F) un objet de FaisBoolInd A. ) 
On note 9(X) l’algebre de Boole des parties ouvertes et fermtes de X. Pour 
xEX, uEG9(X), uEg(X) tels que XEU~V, on note p::Fv+Fu le 
morphisme de restriction de F, Fx la libre de F en x et p:: Fu + F, 
l’induction canonique. Notons A l’objet FX. Pour chaque u E g(X), le 
couple (pf : A -+ Fu, p-j- u : A -V F(X - u)) est un produit, done le morphisme 
pt: A + Fu est un facteur direct de A, ce qui detinit une application 
p*: g(X) + d(A). Cette application est croissante et elle prkserve Element 
maximum et les bornes superieures des couples d’elements dont la borne 
inferieure est l’element minimum. C’est done un homomorphisme d’algebres 
de Boole. I1 est injectif puisque pt = 0, G- Fu = 1 * n,,, F, = 1 a u = 0, 
car les objets Fx etant indlcomposables, ne sont pas isomorphes a 1. 
Montrons qu’il est surjectif. Soit 6: A -+ B un element de d(A). Montrons que 
l’ensemble u = (x E X: pc se factorise i travers 6) est un ouvert de X. Soit 
x E u et m: B + F, l’unique morphisme verifiant ma = pz. Notons iB: 2 + B, 
i,: Z + A et i,: Z -+ Fv les morphismes uniquement delinis et f: 2’ --t A le 
morphisme tel que (iB, 6) soit la somme amalgamee de (~,f) (Theoreme 
2.3). Les deux morphismes iA rc,f: Z* + A verifient la relation p:i, r= mi, z = 
m Sf =p!$ Puisque l’objet Z2 est de presentation finie et que 
@ii: Fv + FxLJ~(x) est une colimite tiltrante, il existe w  E g(X) tel que 
x E w  et p”,i, 7c = pt,f c’est-i-dire tel que i,7c = p:J: 11 existe alors un unique 
morphisme n: B + Fw verifiant nc5 = pz et ni,, = i,. Ce qui implique que p”, 
se factotise a travers 6 et par suite que x E w  c u. Cela montre bien que u est 
un ouvert de X. De la m2me facon si 8’: A + B’ est le complement de 6 dans 
d(A), l’ensemble U’ = {x E X: pt se factorise a travers 6’) est un ouvert de X. 
Puisque les objets F, sont indecomposables, les parties u et u’ sont 
compllmentaires dans X ((4) Proposition 3.1); elles sont done fermees dans 
X et par suite appartiennent a B(X). Le morphisme @&: A + n,., F, se 
factorise d’une part a travers le monomorphisme @i)XEu: Fu --f &, F, et 
d’autre part a travers le morphisme 6: A + B. Or ce dernier est un 
epimorphisme regulier comme image directe de l’epimorphisme scinde 
71: Z2 -+ Z. Done il existe un morphisme r: B + Fu veritiant rS = pc soit 
pt < 6. On prouve de mime la relation pf, < 6’. 11 en resulte pt = 6, ce qui 
acheve de prouver que l’application p*: g(X) -+ d(A) est un isomorphisme 
d’algebres de Boole. Cet isomorphisme induit un isomorphisme de l’espace 
de Stone de G’(X) sur l’espace de Stone de d(A) et par consequent d’apres le 
thloreme de dualite de Stone, un isomorphisme de l’espace X sur Spec,,,(A). 
Le faisceau structural A’ ayant pour valeur 2(0(S)) =p$ on obtient un 
isomorphisme entre (X, F) et (Spec,,,(A), 2). 11 en resulte que le foncteur ,?Y 
est une equivalence de categories ayant pour quasi-inverse le foncteur r. 
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7. CAT~GGRIES LOCALEMENTINDBCOMPOSABLBS DE FONCTEURS 
7.0. THJ~ORI~ME. Si C est une petite catkgorie jhiment compl&e 
poss&kant des sommes frnies disjointes et universelles, la cat&he 
Con&,[C, Ens] des foncteurs finiment continus d&his sur C ci valeurs dans 
Ens, est localement indkomposable. Ses objets fndkomgosables sont les 
foncteurs finiment continus qui prhervent les sommes Jinies. 
Preuve. Notons A la ,categorie Cont,[C, Ens]. C’est une categoric 
localement de presentation finie et le plongement canonique de YonMa 
Cop + A preserve les colimites finies et les produits finis et il induit une 
equivalence entre la categoric Cop et la sous-categoric pleine de A dont les 
objets sont les objets de presentation tinie [7]. L’objet initial de A est le 
foncteur Homc( 1, -) et son carre (Hom,( 1, -))’ 1: Hom,( 1 u 1, -) est un 
objet de presentation linie. Si on note 0 l’objet initial strict de C, le foncteur 
Hom,(O, -) est l’objet final de A; c’est le foncteur constant de valeur 1. 
Montrons que c’est un objet final strict. Soit a: HorndO, -)-t F un 
morphisme de A. L’existence de l’application a,: HornJO, 0) + F(O) 
implique que l’ensemble Fo estnon vide. Le foncteur F est colimite tiltrante 
de foncteurs reprbsentables: soit F = l&e, Hom,(X,, -). Alors l’ensemble 
l&,, Hom,(X,, 0) est non vide, ce qui implique qu’il existe un objet i, de I 
tel que pour tous les objets i de I au-dessous de i,, l’ensemble Horn&X,, 0) 
soit non vide c’est-a-dire X, 2: 0. 11 s’en suit F = tits, Horn&O, -) N 
Horn&O, -). 
Soit F, G, H trois objets de A. 11 existe une catigorie filtrante I et trois 
diagrammes (X&,, (Y&r, (TJIEr de C indexes par I, tels que I;=@,,, 
Hom,(X,, -), G = lirr~~~~ Hom,(Y,, -), H = ule, Horn&‘,, -). Pour 
chaque i E I, notons (r,: X, -+Xi II Y,, si: Y, -,X, LI Y,) la somme de X, et 
yi- Alors le couple (Horn&r,, -): HomdX, II Y,, -) + HomdXi, -); 
Horn&,, -): Horn&X, II Y,, -) + Hom,(Y,, -)) est un produit, de meme 
que le couple (l&,, Hom,(r,, -): l&e1 Horn&X, II Yi, -) + linjier 
Hom,(X,, -1, lkgicr Hom&,, --I !hgisI Hom& LI ‘Yi, -1 -, !igrsl 
Hom,(Y,, -)) qui est le produit (p: F x G --t F, q: F x G + G). Pour chaque 
i E I, le produit fib& de (r,, sJ est l’objet 0, done la somme amalgamke de 
(Horn&,, -), Hom,(s,, -)) est Hom,(O, -), et par passage a la colimite 
filtrante suivant I, la somme amalgamke de (p, q) est Hom,(O, -). Les 
produits finis sont done codisjoints dans A. Notons D la categoric des 
diagrammes de A de la forme F x G + H 06 F, G, H parcourent A. D est 
une catbgorie localement de presentation finie [7]. Le foncteur L: D + A 
delini par L(F x G + H) = F posdde un adjoint a droite U: A + D defini par 
U(F) = F X 1 + 1 qui preserve les colimites filtrantes; le foncteur L preserve 
done les objets de presentation fmie. De la m6me fapn, le foncteur 
M: D + A defini par M(F x G + H) = G preserve les objets de presentation 
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lime. De la meme facon, le foncteur N: D --t A dttini par N(F x G + H) = Z-Z 
possMe un adjoint I droite Y: A + D difini par V(H) = (H x 1 + H) qui 
preserve les colimites tiltrantes, et par suite N preserve les objets de prben- 
tation finie. I1 en resulte que les objets de presentation fmie de D sont 
isomorphes aux objets de la forme Homc(X, -) x Hom,( Y, -) + 
Hom,(T, -) avec X, Y, TE C, c’est-i-dire aux objets de la form Hom,(S, -) 
avec f: T+ XII Y dans C. Tout objet a: F x G + H de D est done de la 
forme a = tiisl Horn& -) avec fit;:: Ti -t Xi II Yi. Si nzi est image 
reciproque de ri par f, et n, est I’image riciproque de s[ par fi, le couple 
(ml, nJ est une somme. Le couple (Homc(m,, -), Horn&,, -)) est done un 
produit dans A, de m&me que le couple (Qtp,Hom,(ml, -), Qis, 
Hom,(n,, -)). Or l’image directe de p par a est tifa, Horn&,, -) et 
l’image directe de q par a est l&,r Hom,(n,, -). Ces images directes 
constituent done un produit, ce qui prouve que les produits finis sont 
couniversels dans A. 
Un foncteur F: C --f Ens objet indecomposable de A, preserve les sommes 
finies puisqu’il est isomorphe au compose du foncteur canonique C + AoP 
par le foncteur Hom,(-, F): AoP --f Ens qui preservent tous deux les sommes 
linies (Proposition 3.1). Rkciproquement un foncteur F: C --t Ens objet de A 
qui preserve les sommes finies, est indecomposable puisque 
Hom,(Homc(l II l,-),F)zF(l II 1)~Fl IIFl II 1 II 1, doncd.(F)=2. 
7.1. EXEMPLES. Le theoreme 7.0 s’applique aux categories C suivantes. 
7.1.0. En&n: categoric des ensembles finis et applications. La 
categoric Cont,,[Ensfin, Ens] est equivalente a la categoric Bool. 
7.1.1. Ordfin: categoric des ensembles ordonnes finis et applications 
croissantes. 
7.1.2. Topfin: categoric des espaces topologiques linis et applications 
continues. 
7.1.3. TopSobfin: catlgorie des espaces topologiques sobres finis [ 1 l] 
et applications continues. La cattgorie Contk[TopSobh, Ens] est 
lquivalente a la catlgorie Heyt des algebres de Heyting. 
7.1.4. Cadin: categoric des categories linies et foncteurs. 
7.15. E: un petit topos Blementaire [ 131. 
7.2. PROPOSITION. Les abjets de prhentation jhie d’une catigorie 
localement indkomposable sent stables par produits finis. 
Preuve. (a) Soit A une categoric localement indecomposable. L’algtbre 
de Boole finale {0} est de presentation finie dans Boo1 et le foncteur 
A: A -+ Boo1 preserve et reflete les objets finaux. 11 s’en suit que le morphisme 
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identitt (0) --) d(1) est un morphisme universe1 de {0} vers A et par suite, 
pour toute colimite filtrante B = l&tf3, dans A, on a: Hom,,(l, lin~,,tB,) N 
H~dPL ~@Q&)) 2 Hon.&V9 !hwWzN = !iwr HomdW 
A@,)) ‘Y lin~,,tHom~(l,B,). L’objet tinal 1 est done de presentation flnie 
dans A. 
(b) Soit 2*/A la catigorie des objets de A au-dessous de 2*. Nous 
allons prouver que si (A,f) est un objet de presentation finie de 2*/A, alors 
A est un objet de presentation flnie de A. Soit (t(: B, + B),,, une colimite 
filtrante dans A et soit g: A + B. Puisque 2* est de presentation finie dans A, 
il existe un objet i, de I et un morphismef,: 2* -+ B,O tels que r,JO = glr: La 
catigorie &,/I des objets de I audessous de f0 est filtrante et le foncteur but 
/3: iO/I + I est cofinal. Le c6ne inductif (zgtUf: Bbtu) + B)uE,ol, est done une 
colimite filtrante dans A. Si pour chaque objet u de i,/I, on posef, = B,f,, 
on obtient une colimite (I~(~): (BbfUJ ,f,) + (B, g/))uE,,,l dans la categoric 
Z2/A et un morphisme g: (AJ) + (B, gf). Puisque l’objet (A,f) est de 
presentation linie dans Z*/A, il existe un objet u E i,/I et un morphisme 
g,: (A,f) -+ (B,,(y),fU) veriflant zgfU) g, = g. Le morphisme g: A + B se 
factorise done par l’induction I,,(~). Considerons un objet j de I et un 
morphisme g,: A -+ B, vbitiant z, g, = g. Puisque 2* est de presentation finie, 
l’igalitt z, g/f = gf= zgty, g, f implique l’existence de deux morphismes 
u: p(u) --t k et w: j + k de I tels que B, g,f = B, g, f = f,,. On obtient ainsi 
deux movhismes B,g,: (A,f) -+ (Br,fuu) et B, g,: (A,f) + (Br,fvr) de 
Z*/A co&ah&s par le morphigme zk: (Br, f,,) -+ (B, gf). Puisque (A, f) est 
de presentation finie, il existe un morphisme t: (k, vu) -+ (m, hru) de &,/I tel 
V’e BP, gJ = B$, 8,, done 4, gJ = B,, g,,. Cela acheve de prouver que le 
cane inductif (Hom,(A, I,): Hom*(A, B,) + Hom,(A, B)),,, est une colimite 
filtrante dans Ens et par suite que l’objet A est de presentation fmie dans A. 
(c) Soit P: A X A + Z*/A le foncteur deflni par P(A, B) = (A X B, 
iA x iB) 03 iA: Z + A, iB: Z + B sont les uniques morphismes, et par 
P(f, g) =f X g. Soit Q: Z*/A + A x A la foncteur dktili de la faqon 
suivante: si (A,f) est un objet de Z*/A, on note 6: A + B (resp. 6’: A -+ B’) 
une image directe de II (resp. a’) par f et on pose Q(A,f) = (B, B’); si 
g: (A, f) + (M, m) est un morphisme de Z*/A, on note p: M-, N (resp. 
p’: M+ N’) l’image dire&e de n (resp. or’) par m telle que Q(M, m) = 
(N, N’), on note (h, cc) la somme amal@mee de (6, g), et (h’,~‘) la somme 
amalgam&e de @I’, g), et on pose Q(g) = (h, h’). 11 est immidiat que les 
foncteurs P et Q itablissent une equivalence de categories (cf. Thkorime 2.3). 
(d) Si A et B sont deux objets de presentation fmie de A, le couple 
(A, B) est un objet de presentation finie de A X A, et par suite l’objet 
P(A, B) = (A x 8, iA x d) est un objet de pr6sentation fmie de Z’/A, ce qui 
implique que A X B est un objet de prkntation finie de A. 
278 YVES DIERS 
7.3. THI~OR~ME. Tome categoric localement indecomposable est 
Pquivalente ci une categoric Cont,[C, Ens] de foncteurs Jiniment continus 
depnis SW une petite categoric C finiment complete possedant des sommes 
jkies disjointes et universelles, et h valeurs dans les ensembles. 
Preuve. Si A est localement indecomposable, la sous-categoric pleine A, 
de A dont les objets sont les objets de presentation finie de A est finiment 
cocomplete et possede des produits finis codisjoints et couniversels 
(Proposition 7.2). Or la categoric Cont&[Ag, Ens] est equivalente a A [7]. 
Par suite la cattgorie duale C = A% convient. 
7.4. COROLLAIRE. Les categories localement indecomposables sont exac- 
tement les categories equivalentes aux categories de foncteurs finiment 
continus defkis sur les petites categories jkiment completes possedant des 
sommes Jinies disjointes et universelles, et a valeurs dans les ensembles. 
Preuve. C’est une consequence des Theoremes 7.0 et 7.3. 
8. MORPHISMES DE CATEGORIES LOCALEMENT INDBCOMP~~ABLE~ 
On note U,: Boo1 --t Ens le foncteur ensemble sous-jacent. Si A et B sont 
deux categories localement indecomposables, on note A,: A + Boo1 et 
A,: B -+ Boo1 les foncteurs A (2.4) associes respectivement 1 A et B. Si 
U: A -+ B est un foncteur possedant un adjoint a gauche F, l’image de l’objet 
initial 2 de B par F est un objet initial de A, et par suite on peut supposer 
FZ = 2; le morphisme e = (Frr, Fx’): F(Z’) -+ 2’ est alors dit canonique, de 
m&me que la transformation naturelle E: AA+ A,,U definie par ~~(6) = U6 est 
dite canonique. On dit qu’un foncteur U: A -+ B releve les facteurs directs si 
pour tout objet A de A et tout facteur direct 6: UA -t B de UA, il existe un 
facteur direct ,u: A -+ A4 de A et un isomorphisme m: B + UM verifiant 
Up = m& 
8.0. DEFINITION. Un morphisme de categories localement indecom- 
posables est un foncteur U: A -+ B dont la source A et le but B sont deux 
categories localement indicomposables et qui preserve les colimites filtrantes 
et posdde un adjoint i gauche preservant les produits finis. 
8.1. PROPOSITION. Si A et B sont deux categories localement indecom- 
posables et U: A -+ B est un foncteur qui preserve les colimites Jiltrantes et 
possede un adjoint a gauche F, les assertions suivantes sont equivalentes: 
(1) U est un morphisme de categories localement indecomposables, 
(2) le morphisme canonique e: F(Z2) + Z2 est isomorphique, 
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(3) le morphisme canonique E: AA + A,U est isomorphtque, 
(4) U replete l’objet final 1 ei rPlt%e ‘les faetertrs directs. 
Preuve. (1) * (2). ,Le couple (Fn: F(Z’) -+ FZ, Fz’: F(Z’) --t FZ) est 
un produit, done le morphisme e = (Fn, Frr’): F(Z*) + Z* est isomorphique. 
(2) * (1). Les relations U,,A,(Fl) N Hom*(Z*, Fl) Y Hom,(F(Z*), 
Fl) N- Homs(Z2, UFl) N Homs(Z2, 1) impliquent A ,(Fl) ‘Y {0} et done 
Fl CL 1. Soit (p: B x C+ B, q: B x C+ C) un produit dans B. Soit 
m: Z* + B x C le morphisme tel que l’image directe de II par m soit p et 
l’image directe de n’ par m soit q. Alors l’image directe de Fz (resp. Frr’) par 
Fm est Fp (resp. Fq). Puisque (Fn, Fn’) est un produit, (Fp, Fq) est un 
produit. 
(2) o (3). La transformation naturelle Hom,(e, -): Hom,,(Z*, -) + 
Hom,,(F(Z*), -) est composie de l’isomorphisme HomA(Z2, -) + U,,A,, de 
la transformation naturelle U,,E: U,,A,+ U,,A,U, de l’isomorphisme 
U,,A, U + Homs(Z*, U(-)) et de l’isomorphisme Hom,(Z*, U(-)) + 
Hom,(F(Z*), -). Par suite e est isomorphique o Hom,(e, -) est 
isomorphique + U,,E est isomorphique o E est isomorphique. 
(3) * (4). Si A est un objet de A tel que UA = 1, alors A,(A) = 
da WA = { 0) done A N 1. Si 6: UA --f B est un facteur direct de UA, il existe 
un facteur direct p: A 3 M de A dont l’image par U est le facteur direct 6 
c’est-i-dire qu’il existe un isomorphisme m verifiant Up = ma. 
(4) => (3). Pour chaque objet A de A, l’application 
E,: A,,(A) + A,(UA) est un homomorphisme d’algebres de Boole qui est 
surjectif et verifie: ~“(6) = 0, * S = 0, ; c’est done un isomorphisme. 
8.2. PROPOSITION. Pour toute categoric localement indecomposable A, le 
foncteur A: A --t Boo1 est un morphisme de categories iocalement indecom- 
posables. 
Preuve. Puisque la categoric A est cocomplete, le foncteur 
U,,A N Hom,(Z*, -) p osse ‘d e un adjoint i gauche F tel que F(1) = Z*. Par 
suite le foncteur A posstxie un adjoint a gauche K tel que K(Z*) = Z* [22, 
ThkorGme 21.5.31. Le foncteur A est done un morphisme de categories 
localement indecomposables (Proposition 8.1). 
La 2-catigorie I.&ml a pour objets les categories localement indicom- 
posables, pour morphismes les morphismes de categories localement 
indbcomposables et pour 2-morphismes les transformations naturelles. 
8.3. THI?ORI&E. La 2-categoric LoeInd des cat&go&s localement 
indecomposables est 2-equtvalente a la duale de la 2-categoric des petites 
categories finiment completes posstkiant des sommes finies disjointes et 
universelles. 
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Preuve. Cette 2-equivalence est induite par la 2-equivalence entre la 2- 
categoric des categories localement de presentation finie et la duale de la 2- 
catlgorie des petites categories finiment completes [3,7]. 
Rappelons qu’un objet X d’une 2-catlgorie X est dit 2-initial, si pour tout 
objet Y de X, il existe un morphisme j’X -+ Y tel que pour tout morphisme 
g: X + Y, il existe un unique 2-morphisme a: f + g et c’est un isomorphisme. 
La notion d’objet 2-final est definie dualement. 
8.4. PROPOSITION. 1 est la categoric localement indecomposable 2- 
initiale et Boo1 est la categoric localement indecomposable 2-Jinale. 
Preuve. La premiere affirmation est immediate. Pour la seconde, 
montrons que le morphisme A: A -+ Boo1 convient. Tout morphisme 
U: A -+ Boo1 est isomorphe au morphisme A,,,U et par suite au morphisme 
A. 11 suffit done de montrer que l’identid est la seule transformation naturelle 
de d dans A. Soit a: A -+d i’une d’elle. Si 6 E A(A), on a A(6)(a,(6)) = 
(d(6) a,)(6) = (a,A(6))(6) = aB(l,) = 1, et par suite a,(6) > 6. 11 s’en suit 
(a, (6))’ = aA (8’) > 6’ et done aA (6) = 6. 
9. CATEGORIES LOCALEMENT INDJ~OMPOSABLES 
AU-DESSUS D’UNE CATiGORIE LOCALEMENT INDiCOMPOSABLE 
9.0. PROPOSITION. Si B est une categoric localement indecomposable, un 
foncteur U: A --t B est un morphisme de categories localement indecom- 
posables si et seulement si 
(1) A est localement de presentation finie, 
(2) U preserve les colimites fdtrantes, possede un adjoint a gauche et 
releve les facteurs directs, 
(3) les morphismes facteurs directs dans A sent fortement cocartesiens 
pour U. 
Preuve. Un morphisme de categories localement indtcomposables 
satisfait les conditions (1) et (2) (Definition 8.0 et Proposition 8.1). Soit 
6: A + B un facteur direct dans A. Si g: A -+ C et m: UB --) UC sont deux 
morphismes veritiant m(Ud) = Ug, la relation (A,(Ug))(US) = 1 LIc implique 
la relation (d,(g))(S) = 1, ((3) Proposition 8.1) et par suite le morphisme g 
se factorise a travers 6 en un morphisme n: B -+ C vCril%nt Un = m. Les 
facteurs directs dans A sont done fortement cocartesiens pour U. 
Considirons un foncteur E A--t B satisfaisant les conditions (l), (2) et (3). 
Soit f: 1 + A un morphisme de A et t: A + 1 l’unique morphisme. Puisque Ul 
est objet final strict de B, le morphisme Uf est isomorphique et (Us)-’ = Ut. 
Le morphisme t: A -+ 1 &ant facteur direct est fortement cocartesien, done il 
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existe un morphisme s: 14 A veritiant Us = Uf et st = 1, et par suite t est 
isomorphique ainsi que J: L’objet final de A est done strict. Soit 
(p:AxB+A,q:AxB-rB)unproduitdansA.Si(m:A+C,n:B+C)est 
la somme amalgamee de @, q), l’image UC est nkessairement objet final, 
done C est objet final par une preuve analogue it la prkcklente utilisant le 
facteur direct C -+ 1. Les produits finis sont done codisjoints dans A. Soit 
f: A x B --t D. Notons (r: UA + R, s: UD + R) la somme amalgambe de 
(Up, Uf ). Puisque p est facteur direct, les morphismes Up et s sont des 
facteurs directs. 11 existe un facteur direct n: D + E et un isomorphisme 
t: R -+ UE viriliant ts = Un. Le morphisme p &ant fortement cocartesien 
pour U, il existe un morphisme m: A + E vtrifiant mp = Irf et Urn = tr. Le 
morphisme n etant fortement cocartesien pour U, le couple (n, m) est la 
somme amalgamle de (f,p). De la meme facon, on construit la somme 
amalgamte (nl: D + E,, m,: B + E,) de (f, q). Le couple (Un, Un,) est alors 
un produit dans B. Soit n’: D + E’ un morphisme composant avec n un 
produit (n, n’). Alors (Un, Un’) est un produit. Les facteurs directs Un, et 
Un’ sont tous deux complements du facteur direct Un. 11 existe done un 
isomorphisme r: UE, + UE’ vtrifiant r(Un,) = Un’. Puisque n, et n’ sont 
des morphismes fortement cwartesiens pour U, il existe un morphisme 
v: E, + E’ vtritiant vn 1 = n’ et c’est un isomorphisme. Le couple (n, n,) est 
done un produit. Les produits finis sont done couniversels dans A. 11 reste a 
prouver que l’objet 2’ est de presentation finie dans A. Notons d’abord que 
l’existence du foncteur A & A-t Boo1 et de l’isomorphisme U,,A A~ 
Hom,,(Z’, -) ne depend pas du fait que Z* soit de presentation finie (cf. 
2.4). Notons ensuite l’isomorphisme A ,,N A ,,U. Le foncteur Horn AZ*, -) N 
U,,A A~ U,,A JJ preserve done les colimites filtrantes. 11 en rtsulte que A est 
localement indkcomposable et que U est un morphisme de categories 
localement indicomposables (Proposition 8.1). 
9.1. EXEMPLES. La catigorie Mod est localement indecomposable 
puisque le foncteur oubli a valeurs dans la categoric Ant satisfait les 
hypotheses de la Proposition 9.0. De la meme fa9on Mod(Red) est 
localement indbcomposable audessus de AneRed; Mod(Reg) est localement 
indkcomposable au-dessus de AneReg; Mod(Boo1) est localement indkom- 
posable au-dessus de Bod; Mod(OrdCar) est localement indkcomposable au- 
dessus de AncOrdCar. 
lo. SOUS-CAThOBIES PLEINES LOCALEMENT INDlkOMPOSABLES 
Une sous-catdgorie localement indpcomposable dune categoric localement 
indecomposable B est une sous-cat&orie A de B telle que le foncteur 
inclusion A + B soit un morphisme de categories localement indicom- 
posables. 
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Une sous-catlgorie A de B est dite fermke pour les facteurs directs si tout 
facteur direct dans B dont la source est dans A, est un morphisme de A. 
10.0 PROPOSITION. Si B est une catigorie Iocalement indkcomposable et 
A est une sous-catkgorie pleine r@lexive de B fermke pour les colimites 
filtrantes, les assertions suivantes sont t!quivalentes: 
(1) A est une sous-catkgorie localement indkomposable de B, 
(2) A est fermke pour les facteurs directs, 
(3) un objet de B appartient d A si et seulement si ses composants 
indkomposables appartiennent d A. 
Preuve. L’equivalence (1) o (2) resulte de la Proposition 9.0. 
(3) * (2). Soit A un objet de A et 6: A -+ B un facteur direct de A. 
Tout composant indecomposable 6,: B-t B, de B est tel que 6,6: A + B, 
est composant indecomposable de A, done appartient a A. 11 s’en suit que B 
appartient a A. 
(2) + (3). Si A est un objet de A, ses composants indecomposables 
appartiennent i A comme colimites liltrantes de facteurs directs de A. Soit B 
un objet de B dont tous les composants indkomposables appartiennent i A. 
Notons X l’espace topologique Spec,,,(B) et IX] l’ensemble sous-jacent. Soit 
Fais(X, B) la categoric des faisceaux sur X i valeurs dans B et BtX’ la 
categoric des familles d’objets de B indexees par 1x1. Suivant D. H. Van 
Osdol [24], notons S: Fais(X, B)+ BfX’ le foncteur tibres et Q: BIX’ -+ 
Fais(X, B) le foncteur defini par Q((BJXEx)(v) = nxsY B,. D’apres le 
Theoreme III (3) [24], lorsque la categoric B est une categoric de structures 
alglbriques, le foncteur S est adjoint a gauche au foncteur Q et il est 
comonadique. Or on voit facilement que ce theoreme est aussi vrai pour 
toute categoric localement de presentation linie B. 11 en resulte que le 
faisceau 2 E Fais(X, B) a une presentation canonique comme noyau de deux 
morphismes de source QS@) et de but QSQS(@ [20, p. 1491 dans la 
categoric Fais(X, B) et par suite que l’objet B = g(X) a une presentation 
canonique comme noyau de deux morphismes de source flep,, B, et de but 
I71yex !%w (I-L&J) 06 les B, sont les composants indecomposables 
de B (Proposition 4.1) done appartiennent a A. Puisque A est fermee dans B 
pour les produits, les colimites tiltrantes et les noyaux, il en resulte que B 
appartient a A. 
Rappelons qu’une vari& d’une categoric d’algebres AIg(T) est une sous- 
categoric pleine de AIg(T) ayant pour objets les T-algebres qui satisfont un 
ensemble d’identitts de T [22, Theoreme 21.7.91. 
10.1. PROPOSITION. Toute varikte’ d’une catkgorie localement indkom- 
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posabie d’algebres Alg(T) est. une sous-categoric pleine localement indtkom- 
posable. 
Preuve. Toute variete X de AIg(T) est une sous-categoric pleine reflexive 
fermde pour les produits, les sous-objets, les objets quotients et les colimites 
filtrantes [22, Thkorkme 21.7.91. Le risultat dtcoule alors de la Proposition 
10.0. 
10.2. EXEMPLES. Les categories suivantes (cf. 1.1) sont localement 
indecomposables comme sous-categories pleines localement indicomposables 
de la catigorie Ant: Anc(p), p&w, pk-Ant, AacRed, AncReg, AncFormRI, 
AncOCar, Anc&dOCar, AncOCarAnnConv, AncRep;Dom, Book Les 
categories AtiRed, AnForReg sont des sous-categories pleines localement 
indicomposables de la categoric AnSym. Les categories AncDQ), 
AncDifRed, AncDitReg, AncDifRegPar(p) sont des sous-categories pleines 
localement indicomposables de AncDii. Les categories AncOrdRedCar, 
AaOrdCarAnnConv sont des sous-categories pleines localement indbcom- 
posables de AncOrdCar. Les categories AncForRet, AncForRetPro, 
AncForRetRepDom sont des sous-categories pleines localement indecom- 
posables de AncRetCar. 
11. CATEGORIES LOCALEMENT IND~COMPOSABLES DE FRACTIONS 
Soit A une categoric localement indicomposable et x un ensemble de 
morphismes de presentation finie de A, i.e., dont la source et le but sont des 
objets de presentation finie. Nous allons montrer qu’il existe un morphisme 
universe1 de categories localement indbcomposables U: A’ + A dont l’adjoint 
i gauche F envoie les morphismes de E sur des isomorphismes. La categoric 
A’ est alors la categoric localement indecomposable de fractions de A definie 
par JI. 
Suivant P. Gabriel et M. Zisman [8, Definition 4. l] un objet A de A est 
dit clos d gauche pour E si les applications Horn,&, A) sont bijectives pour 
tout u E ,?Y. La sous-categoric pleine de A dont les objets sont les objets de A 
clos a gauche pour ,Y:, est notee A,. 
11.0. DI~FINITION. Un objet A de A est localement clos d gauche pour ,?Y 
si chaque composant indecomposable de A est clos a gauche pour EC. 
La sous-categoric pleine de A dont les objets sont les objets localement 
clos A gauche pour L; est notie Alocz. 
11.1. TH~~ORBME. La categoric Aloer des objets de A localement clos ci 
gauche pour 2: est une sous-categoric pleine localement indecomposable de A 
dont le r&lecteur envoie les morphismes de E sur des isomorphismes et telle 
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que tout morphisme de categories Iocalement indecomposables U: B + A dont 
Padjoint d gauche envoie les morphismes de Z sur des isomorphismes, se 
factorise de facon unique ci Cravers A ,OCz par un morphisme de categories 
localement indecomposables. 
Preuve. Notons E l’ensemble des morphismes de la forme u X lzi 
X x Z + Y x Z quand CT: X+ Y parcourt I’ensemble C. Les morphismes de Z 
sont de presentation finie (Proposition 7.2), done la categoric A, est une 
sous-categoric pleine reflexive de A fermee pour les colimites filtrantes [7]. 
Soit A, B deux objets de A tels que A x B E A=. Pour tout morphisme 
o: X -+ Y de Z, les deux applications Hom,(cr x 1,) A) et HornJo X l,, B) 
ont des ensembles sources non vides et ont pour produit l’application 
bijective Horn,& x 1,,.4) x Hom,(u x l,, B) = Hom,(u x l,,A x B); 
elles sont done bijectives. Done A E A* et B E A,. La categoric A* est done 
une sous-categoric pleine localement indecomposable de A (Proposition 
10.0). Pour un objet indecomposable A de A et un morphisme u E Z, l’ap- 
plication Hom,(u x l,, A) est somme directe des deux applications 
Hom,(u, A) et Hom,,(l,, A) (Proposition 3.1), par suite: A E A,o 
Hom,(u x I,, A) est bijective pour tout u E Z o Hom,,(u,A) est bijective 
pour tout u E Z o A E A,. Pour tout objet A de A, on a done: A E A, o 
tout composant indecomposable de A appartient i A, o tout composant 
indecomposable de A appartient i A, o A E A,,,,*. Ainsi Alocz = A,-. 
Notons R: A -+ Alocr le rbflecteur. Pour u E Z et tout objet A E Alocz, l’ap- 
plication Hom40Cr(R(u x l,), A) = Hom,(u x l,, A) est bijective, done le 
morphisme R(u x 1,) 21 Ru x R( 1,) est un isomorphisme et par suite Ru est 
un isomorphisme. Soit U: B + A un morphisme de categories localement 
indecomposables dont l’adjoint i gauche F envoie les morphismes de Z sur 
des isomorphismes. Pour chaque objet B de B et chaque u E Z, l’application 
Hom,(o x l,, UB) 2: Hom,(F(u x lz), B) N Hom,(Fu x F(l,), B) est bijec- 
tive done UB E A, = Alocr . Le foncteur U se factorise done a travers le 
foncteur inclusion J: AlocE -+ A en un foncteur V: B -+ A,,,, qui est un 
morphisme de categories localement indecomposables puisque V preserve les 
colimites filtrantes et admet pour adjoint a gauche le foncteur FJ qui 
preserve les produits finis. 
Un objet X de A est dit faiblement initial [ 20, p. 23 I] si pour tout objet A 
de A, il existe au moins un morphisme de X dans A, ou ce qui revient au 
meme ici, s’il existe au moins un morphisme de X dans Z. 
11.2. PROPOSITION. Si .?Y est un ensemble de morphismes de A dont les 
sources sont faiblement initiales, alors les objets de A localement clos d 
gauche pour Z sont exactement les objets clos ci gauche pour Z, i.e., 
A IOCP - -A,. 
Preuve. Soient A et B deux objets de A et u: X + Y un morphisme de Z. 
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Puisque les ensembles Horn&X, A) et Hom*(X, B) ne sont pas vides l’ap- 
plicatioa Horn&, A x B) N, Horn,&, A) x Horn&, B) est bijective si et 
seulement si chacune des applications Horn,&, A), Horn&, B) l’est. Par 
suite: A x B E A, o (A E A, et B E As). 11 en resulte que A, est kne sous- 
categoric pleine localement indkcomposable de A et, pour tout objet A de A, 
on a: A E A, o les composants indkcomposables de A appartiwent a 
&*A E Alo,z~ 
Soit r un ensemble de familles fmies de morphismes de m2me source de A 
dont les sources et les buts sont de presentation fmie. Suivant [5] (3.1) un 
objet A de A est strictement clos ci gauche pour r si pour toute famille 
(Yr:X-+&),e(I,“1 de r, tout morphismef: X + A se factorise de facon unique 
par un unique morphisme y,. 
11.3. D&WJITION. Un objet A de A est Zocalement strictement clos d 
gauche pour r si les composants indicomposables de A sont strictement clos 
a gauche pour r. 
Ces objets engendrent la sous-categoric pleine A,,ccrj de A. 
11.4. TH~OB~ME. La categoric Ai,,(r, des objets de A localement stric- 
tement clos ci gauche pour r est une sous-catkgorie pleine localement 
indecomposable de A dont le r(flecteur envoie les familles de morphismes de 
r sur des produits et telle que tout morphisme de categories localement 
indecomposables U: B + 4 dont Padjoint ci gauche envoie les familles de 
morphismes de r sur des produits, se factor&e de facon unique d &avers 
Aloctr, par un morphisme de categories localement indkcomposables. 
Preuve. Pour chaque famille (y[: X+X,),el,,til de r, notons 
(PC I-I;=* x,-, X,)kIl.nl le produit des X,, et y: X-r n:= 1 X, le morphisme 
delini par p, y = y, pour tout i E [ 1, n]. Les morphismes y sont de presen- 
tation tinie (Proposition 7.2). Pour chaque objet indkcomposable A de A, 
l’application (Hom,(p,, A)),,[l,,l: IJLl Hom,(X,,A)-tHom,(n~==,X,,A) 
est bijective (Proposition 3.1) et l’application (Hom,(y,, A))loI,,nl: uy= 1 
Hom,(X,, A)+ Hom,,(X, A) verifie Hom,,(y, A) 0 (Horn&, A))tcII,nl = 
(HomA( ,~ll,nl ; par suite A est clos a gauche pour y si et seulement A 
est strictement clos H gauche pour (~~:X+x,)~,ri,,,. Si l’on note X 
l’ensemble des morphismes de la forme y quand (y,: X-, X&ri,“, parcourt r, 
abrs 4occr, - 4ocE est tme sous-cat6gorie pleine lot. ind. de A (Theo&me 
11.1). En outre, pour tout morphisme de categories localement indkom- 
posables U: B + A, l’adjoint ii gauche F envoie le morphisme y E Z sur un 
isomorphisme si et seulement si il envoie la famille (yl: X+ X,),EI,,nl sur un’ 
produit. Le resultat dkoule done du Theo&me 11.1. 
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11.5. EXEMPLES. La categoric Am(p) est la categoric A~c,,,,~ oti 
ol: Z + Z/pZ est le morphisme quotient. La categoric p-Ant est la categoric 
Ant lo114 ou c2: Z [X] --t Z[X]/(Xp -X) est le morphisme quotient. La 
categoric pk-Ant est la categoric Ancl,,,,,, oti oj: Z [X] + Z[X]/(@ -X) est 
le morphisme quotient. La categoric AncRed est la categoric AIIC~,~, oti 
CT~: Z [X]/(X’) -+ Z est le morphisme qui annule X. La categoric AncReg est 
la categoric Anc(,, od u5: Z [X] --t Z [X, Y]/(X’Y - X) + (Y*X - Y) est 
defmi par aS(X) =X. 
12. CATJ~GORIES LOCALEMENT IND~COMPOSABLES D'ALG&BRES 
Si T = (T, g,p) est une monade sur une categoric A, on note A’ la 
categoric des T-algebres et Ur: AT + A le foncteur oubli de structure [20, p. 
1361. La monade T est dite de rang fini [7] si le foncteur T preserve les 
colimites filtrantes. On dit qu’elle preserve les produitsfinis si le foncteur T 
les preserve. 
12.0. PROPOSITION. Si A est une categoric localement indecomposable et 
T est une monade sur A de rang fini qui preserve les produits finis, le 
foncteur oubli de structure UT: AT -+ A est un morphisme de categories 
localement indecomposables. 
Preuve. Montrons que le foncteur UT: AT + A satisfait les conditions de 
la Proposition 9.0. La categoric AT est localement de presentation finie et le 
foncteur UT preserve les colimites tiltrantes et posdde un adjoint a gauche 
[7,20]. Soit (p:A xB+A, q:AxB -+ B) un produit et (A x B, c) une T- 
algebre. Le couple (Tp: T(A x B) + TA, Tq: T(A x B) -+ TB) &ant un 
produit, les relations Tp ( d(qa &(p) et Tq < d(q, &(q) impliquent 
Tp = d(q, &(p) et Tq = d(r, &(q). Done (Tp, q,) est somme amalgamee 
de (rAXBv~ ). Les morphismes pc: T(A x B) + A et 1,: A + A veritiant 
pc qA XB = l,p, il existe un morphisme a: TA -+ A veritiant ana = 1, et 
a(Tp) =pc. Les relations a(Ta)(T’p) = a(T(a(Tp))) = a T(pc) = a(Tp)(Tc) = 
pc(Tc) =PciuA,, = a(T XII = ap,(T*p) jointes au fait que T2p est 
ipimorphique impliquent l’egalite a(Ta) = a pA . Le couple (A, a) est done 
une T-algebre et p: (A x B, c) + (A, a) est un morphisme de T-algebres. 
D’une facon analogue, on definit une T-algbbre (B, b) avec un morphisme 
q: (A X B, c) + (Z3, b). Le couple (p, q) est alors un produit dans AT. Ce qui 
prouve que p: (A X 61, c) + (B, b) est un facteur direct dans AT. Le foncteur 
UT releve done les facteurs directs. Montrons que les facteurs directs de A’ 
sont fortement cocartesiens pour UT. Soit 6: (A, a) 4 (D, d) l’un d’eux. Les 
morphismes 6 et T6 sont des facteurs directs dans A et sont done 
epimorphiques. Soit g: (A, a) + (E, e) un morphisme de T-algebres et 
CATI?GORIES DE PAISCEAUXBOOLl%ENS 287 
m: D--t E un morphisme de A vkrifiant mii = g. Les relations e(Tm)(TG) = 
eT(mS)=e(Tg)=ga = mr5a =m d(T6) jointes au fait que T6 est 
Cpimorphique, impliquent l’egalite e(Tm) = md. Lc morphisme m est done un 
morphisme de T-algkbres (D, d> -+ (E, e). 11 s’en, suit que le morphisme 
6: (A, 6) 3 (D, d) est fortement cocartesien pour U. 
12.1. PROPOSITION. Si T, T’ sont deux theories algebriques au sens de 
F. W. Lawvere, un foncteur algebrique U: AIg(T’)+ Alg(T) entre les 
categories dalgebres correspondantes est un morphisme de categories 
localement indecomposables si et seulement si la catkgorie Alg(T) est 
localement indecomposable et U releve les facteurs directs. 
Preuve. Le resultat dicoule de [22, Thiorime 18.5.31 et de la 
Proposition 9.0 etant don& que les facteurs directs de Alg(T’) sont des T’- 
morphismes surjectifs et que ceux-ci sont fortement cocartesiens pour U. 
12.2. EXBMPLES. Les categories AncBa, AncDi, AncRetCar, 
AncForRetBa sont des categories algebriques au-dessus de la categoric Am 
et il est immkdiat que les foncteurs oubli de structure B valeurs dans Ant 
relevent les facteurs directs. Sachant que la categoric Ant est localement 
indecomposable (1.1. 1), on en d&it que ces categories sont localement 
indtcomposables. De la mBme facon, sachant que la categoric Treildist est 
localement indkcomposable, on d&it que la categoric Heyt l’est. 
Si A est un objet d’une categoric A, la catkgorie des objets de A au- 
dessous de A [20, p. 461 est la categoric A/A dont les objets sont les couples 
(X, f ) form& d’un objet X de A et d’un morphisme f: A + X de A et dont les 
morphismes (X, f ) + (Y, g) sont les morphismes h: X 3 Y de A veritiant 
hf = g. Le foncteur but F: A/A + A est d&i par F(X, f) =X et F(h) = h. 
12.3. PROPOSITION. Si A est une categoric localement indecomposable et 
A est un objet de A, le foncteur but A/A -+ A est un morphisme de catkgories 
localement indkcomposables. 
Preuve. Le risultat decoule de la Proposition 12.0 car le foncteur but 
A/A + A est monadique de rang fini et possede pour adjoint z1 gauche, le 
foncteur A II (-) qui preserve les produits finis. 
12.4. EXEMPLES. Si A E Ant, la categoric A/Ant est isomorphe a la 
categoric Alg(A) des algebres sur A. A partir des differentes categories 
localement indkomposables d’auneaux, on peut de cette facon construire des 
categories localement indbcomposables d’algebres. 
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13. CATEGORIES LOCALEMENT IND~COMPOSABLES COMMA 
Etant donnes deux foncteurs U: A --t C et V: B + C, la categoric comma 
(U, v) [20, p. 471 a pour objets les triplets (A, B,f) form& d’un objet A de 
A, d’un objet B de B et d’un morphisme f: UA + VB, et a pour morphismes 
(A, B, f) + (X, Y, g) les couples (m, n) form&s d’un morphisme M: A +X de 
A et d’un morphisme n: B -+ Y de B verifiant g(Um) = (Vn)f: Les projections 
canoniques P: (U, V) -+ A, Q: (17, V) + B sont definies par P(A, B, f) = A, 
P(m, n) = m, Q(A, B,f) = B, Q(m, n) = n. 
13.0. PROPOSITION. Si U: A + C et V: B + C sont deux morphismes de 
catkgories localement indkomposables, la projection P: (U, V) + A est un 
morphisme de catkgories localement indkcomposables. 
Preuve. Nous allons montrer que le foncteur P satisfait les conditions 
(l), (2), (3) de la Proposition 9.0. 
(1) Etudions le foncteur (P, Q): (U, V) -+ A X B. Soit G: C + B l’ad- 
joint i gauche i V et Q: l,-+ VG le morphisme d’adjonction. Soit 
(A, B) E A x B. Notons (rg: B + B LI GUA, lGua: GUA + B LI GUA) la 
somme de B et GUA. Le. morphisme (1,) zB): (A, B) + (P, Q)(A, B LI GUA, 
VGd v)d de (4 B) vers le foncteur (P, Q) est universe1 puisque pour tout 
objet (X, Y,f) de (U, V), l’application de Hom(,,.,((A, B LI GUA, 
J%uA)e,A)9 (X, YJ)) dans Horn AXB((A, B), (X, Y)) qui a (m, n) associe 
((P, Q)(m, n)( 1,) zs) = (m, m,) est bijective car nzGvA: GUA --$ Y est I’unique 
morphisme vtrifiant V(nzGu,) v)~~ =f(Um). Le foncteur (P, Q) posdde done 
un adjoint a gauche. 11 preserve les colimites filtrantes car les deux foncteurs 
P et Q les preservent. 11 reflete les isomorphismes. 11 releve les conoyaux de 
couples de morphismes de (U, v) dont I’image dans A x B possede un 
conoyau absolu [20, p. 1451: en effet, si ((m, n), (r, s)): (A, B,f) 3 (X, Y, g) 
est tel que (m, r): A 3X possede un conoyau absolu t: X-t T dans A et 
(n, s): B 3 Y posdde un conoyau absolu q: Y-, Q dans B, alors Ut = 
coker(Um, Ur) et Uq = coker(Un, Us) done il existe un morphisme 
h: UT-1 VQ veriliant h(Ut) = (Vq)g et (t, q): (X, Y, g) --) (T, Q, h) est 
conoyau de ((m, n), (I; s)). La catlgorie (U, v) est done monadique de rang 
lini sur la categoric A X B[20, Theo&me 11, p. 1471. Puisque A X B est 
localement de presentation lini, la categoric (U, v) est localement de presen- 
tation finie [7]. 
(2) Le foncteur P: (17, V) -+ A posdde un adjoint a gauche comme 
compose du foncteur (P, Q) par le foncteur projection A x B + A, qui 
possedent tous deux un adjoint i gauche. 11 preserve les colimites liltrantes. 
Soit (p: X x Y -+ X, q: X x Y--t Y) un produit dans A et (X X Y, B,f) un 
objet de (U, V). Alors (Up, Uq) est un produit dans C. Soit (m: UX+ R’, 
r’: VB + R’) la somme amalgamee de (Up,f) et soit (n: UY-, S’, 
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s’: VB -t S’) la somme amalgam&e de (Vq,f). Alors (r’, s’) est un produit. 
Puisque le foncteur Y est un morphisme de categories localement indicom- 
posables, il existe un produit (r: B + R, s: B + S) tel que (Vr, F’s) = (r’, s’). 
Alors ((p, r): (X x Y, B,f) -+ (X, R, m), (q, s): (X x Y, B,f ) -+ (U, S, n)) es 
un produit dans (U, v), ce qui prouve que le foncteur P rel&ve les facteurs 
directs. 
(3) Si (X, R, f) et (Y, S, g) sont deux objets de (U, v), leur produit est 
((p, r): (X x Y, R x S, f x g) -, W, WI, (4, ~1: W x Y, R x S, fx d -+ 
(Y, S, g)) oti (p, q) est un produit dans A et (r, s) est un produit dans B. 
Alors (A Vr) est somme amalgamde de (Up,fX g). Si (m, n): (XX Y, R X S, 
fx g) -+ (T, Q, h) est un morphisme de (U, v) et t: X+ T est un morphisme 
de A vkifiant tp = m, il existe un morphisme e’: VR + VQ verifiant 
e’f= h(U) et e’(Vr) = Vn. Puisque le morphisme r est fortement cocartesien 
pour V, il existe un morphisme e: R + Q veritiant Ve = e’ et er = n. On 
obtient done un morphisme (t, e): (X, R,f) --) (T, Q, h) veriftant (t, e)(p, r) = 
(m, n) et dont l’image par P est t. Si on note que @, r) est epimorphique, on 
conclue que les facteurs directs de (U, v) sont fotiement cocartesiens pour P. 
13.1. EXEMPLES. 
Alg = Ane2= (1,, lh,3, 
Alg(Red) = (AncRed G Ant, lb), 
Alg(Reg) = (AacRes C Ant, l& 
Alg(Boo1) = (Boo1 G Ane, 1 h), 
&((Red)) = heRed = (1 AocRd, l,,,,&, 
Alg((Reg)) = AncReg’ = (1 AwRq, 1 AnR$), 
Alg((Boo1)) = BooI’= (l,, la. 
On peut considirer de la meme facon les algibres reticulees, les algebres 
differentielles, etc. 
14. CATEGORIES DE FAISCEAUX BOOL~ZENS DE 
STRUCTURES ALGkBRlQUES 
Soit A une categoric localement de presentation finie. Si B est une algebre 
de Boole, on note encore B la categoric associ6e a l’ensemble ordonne B, 
munie de la structure de site [ 11, 11.1.1.5 ] coherent dont la topologie de 
Grothendieck .8iT est engendrCe par la pritopologie constitute des familles 
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finies (a, + a,..., a,, + a) telles que a = V:=, ai. La catdgorie FaisBool A des 
fuisceaux boolkens d’objets de A a pour objets les couples (B, F) constitues 
d’une algebre de Boole B et d’un faisceau F: Bop + A sur B a valeurs dans 
A, et a pour morphismes (B, F) -+ (C, G) les couples (f; a) constitues d’un 
homomorphisme d’algebres de Boole f: B -+ C et d’une transformation 
naturelle a: F -+ Gyp. 
14.0. PROPOSITION. Un preyaisceau F: Bop + A est un faisceau si et 
seulement si FO 2: 1 et, pour couple (a, b) d’&ments de B tels que a A b = 0, 
le couple (F(a V b) --f Fa, F(a V b) + Fb) est un produit dans A. 
Preuve. Soit 6’ la topologie de Grothendieck sur B engendrte par la 
famille vide de morphisme de but 0 et les familles de morphismes de la forme 
(a + a V b, b -+ a V b) oti a A b = 0. Ces familles &ant couvrantes pour &, 
on a 6’ c 6. Montrons l’egalite .!F’ = 6. Considlrons d’abord une famille i 
2 membres, couvrante pour K, soit (a --t a V b, b + a V b). Alors la famille 
(a + a V 6, b A a’ -+ a V b) est couvrante pour 6’. Le crible R de a V b, 
engendre par (a + a V b, b -+ a V b) contient le crible R’ de a V b engendre 
par (a + a V b, b A a’ + a V b). Or R’ est couvrant pour 6’, done R Pest 
aussi et par suite la famille (a + a Vb, b + a V b) est couvrante pour 6’. 
Toute famille finie couvrante pour d etant composee de familles a 2 
membres couvrantes pour a, est aussi couvrante pour 6’. La topologie d 
est done engendrte par la famille vide de morphisme de but 0 et les familles 
de morphismes (a -+ u V b, b -+ a V b) oti a A b = 0. Or l’ensemble de ces 
familles est stable par images reciproques dans B. Done, d’apres Corollaire 
2.3 et Corollaire 2.4 [ 111, un prefaisceau F: Bop + A est un faisceau si et 
seulement si FO = 1 et (F(a V b) + Fu, F(a V b) + Fb) est un produit pour 
aAb=O. 
La catigorie FaisEspBool A des faisceaux sur espaces boolkens ci valeurs 
duns A a pour objets les couples (X, F) form& d’un espace booleen X et d’un 
faisceau F de base X a valeurs dans A, et a pour morphismes (X, F) + (Y, G) 
les couples (f, a) form& d’une application continue J Y+ X et d’une 
transformation naturelle a: F + Gf* (cf. 6). 
14.1. PROPOSITION. Les catkgories FaisEspBool A et FaisBool A sont 
tquivalentes. 
Preuve. Notons EspBool la categoric des espaces booleens et applications 
continues. D’aprls le theoreme de dualite de Stone [9], le foncteur 
B: EspBooloP + Boo1 qui h un espace booleen X associe l’algebre de Boole 
constituee des parties ouvertes et fermees de X, est une equivalence de 
categories dont un foncteur quasi-inverse est le foncteur S: Boo1 + EspBooloP 
qui associe a une algebre de Boole, son espace de Stone. 11 est immediat que 
le foncteur B induit un foncteur encore note B: FaisEspBool A + FaisBool A, 
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qui est une equivalence de categories car les parties ouvertes et fermkes d’un 
espace booken forment tme base de topologie et il sufftt de defmir les 
faisceaux sur les .ouverti d’une base de topologie. De m&e le foncteur S 
induit un foncteur encore note S: FaisBuol A -f FaisEspBd A qui est quasi- 
inverse du foncteur pricklent. On peut identifier les deux categories. 
14.2. THBOEUIME. Si A est une catt!gorie localement de prhentation 
firzie, la catt!gorie FaisBool A des faisceazu booliens Sobjets de A est 
localement indkomposable. 
Prewe. Soit PrFaisBool A la categoric de prdfaisceaux boolkens i 
valeurs dans A, qui a pour objets les couples (I?, F) form& d’une algebre de 
Boole B et d’un prefaisceau F: BoP + A sur B a valeurs dans A, et a pour 
morphismes (B, 8’) + (C, G) les couples (f, a) form&s d’un homomorphisme 
d’algebres de Boole fi B + C et d’une transformation naturelle a: F--f Gyp. 
Nous allons d’abord montrer que PrFaisBooi A est localement de prisen- 
tation finie, puis que FaisBool A est une sous-categoric pleine de 
PrFaisBool A de la forme (PrFaisBool A)z, et fmalement que FaisBool A est 
une categoric localement indecomposable au-dessus de Book 
(a) Soit P: PrFaisBool A -+ Boo1 le foncteur defini par P(B, F) = B et 
P(f, a) =J Si f: B + C est un morphisme de Boo1 et (B, F) est un objet de 
PrFaisBool A, l’extension de Kan A gauche G: Cop + A de F le long de f”” 
existe [20, Corollaire 2, p. 2351, et le couple (C, G) est un objet de 
PrFaisBool A image directe de (B, F) par f relativement au foncteur P. Le 
foncteur P est done cotibre [lo]. La cattgorie Boo1 &nt cocomplhe et les 
fibres de P etant cocomplites, la categoric PrFaisBool A est cocomplete. 
(b) Une description explicite des colimites filtrantes dans 
PrFaisBool A est necessaire a l’etude des objets de presentation finie. Soit I 
une petite categoric filtrante et soit (B,, F&z tm diagramme de 
PrFaisBool A de base I. Notons (I,: B, + B),,, la colimite du diagramme 
(B,),, de Book Soit i E I. Soit Gi: BoP + A l’extension de Kan B gauche de 
F,: BPP + A le long de zpp: ByP --t Bop et soit a,: F, + G,zPP la transformation 
naturelle canonique associke. Pour chaque element a de B, le c&e inductif 
~~$~jFi(b) + Gi(a))t,(b) >a est une colimite tiltrante du diagramme 
Dans le cas particulier ou a appartient 1 l’image de I,, le cone 
inkmti?$&: F,(b) --t G,(a)) z,(b) = a est une colimite filtrante. Pour chaque 
morphisme u: i + j de I, il existe une unique transformation naturelle 
G,: G, + G, ~vCrifiant G.a, = a,F,. On obtient de cette fa9on tm diagramme 
tiltrant (G,),,, de.foncteurs sur Bop a valeurs dans A. Notons (& G,+ G),,, 
colimite. Pour chaque 
&I.: Gd4 -+ G(a)) 
element a de B, le c&e inductif 
ze, est une colimite filtrante. Le cone ((zz, @zzpp) a,): 
(B,, E,),, I-+ (B, G)),, z est alors la colimite du diagramme (B,, F,),, , dans 
PrFaisBool A. 
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(c) Soit B, = {0, U, u’, l} I’algebre de Boole libre a un generateur. 
Pour chaque algbbre de Boole B, I’application de Horn,,@, , B) dans l’en- 
semble sous-jacent Q B, qui assigne a f: B, + B l’element f(u) est une 
bijection. Soit A un objet de A. Notons (A): BT” -+ A le prefaisceau sur B, 
defini par (A)(O) = (A)(U) = A et (A)(d) = (A)(l) = Z. Pour chaque object 
(B, F) de PrFaisbool A, l’application HomRF.i,B,,,,, J(B i, (A)), (B, 8’)) + 
UaEB Hom,(A, Fa) qui assigne a (A a) le couple (f(u), a,,), est une 
bijection. Si on note S,: PrFaisbool A + Ens le foncteur defini par 
S,(B, J’) = UapB Hom.& J’u) et @,(A a))@, m) = (f(a), ma,), les 
bijections precedentes ttablissent un isomorphisme entre le foncteur 
Horn RFLBodA((B,, (A)), -) et le foncteur S, . 
(d) Montrons que, si A est un objet de presentation finie de A, l’objet 
(B, , (A)) est de presentation finie dans PrFaisBool A. Cela revient a montrer 
que le foncteur S, ‘v Hom((B, , (A)), -) preserve les colimites filtrantes 
d’apres (c). Avec les notations du (b), cela revient a montrer que le cone 
inductif (S,(li, @ilp”) ai): LJ,+B, Hom,(A, Fi(Ui)) -+ UaEB Hom,(A, Gu))i,, 
est une colimite liltrante. Considerons un couple (a, m) E 
UaEB Hom,(A, Gu). 11 existe i E I, a, E Bi et mi: A -+ G,a tels que +(a,) = a 
et (/3Ja m1 = m et le morphisme mi est lui-m2me de la forme mi = ni(ai)ai 
avec n,: A + Fi(Ui). Le couple (u,, ni) E &ea, Hom,(A, Fi(Ui)) a pour 
image par S,(r,, Q?,rpP) ai) le couple (a, m). La famille d’applications 
ts,4tiiT cOilP”> al))isI est done collectivement surjective. Considerons deux 
couples (ai, mi) et (uj, mj) tels que S,(Q, @,rp”) ai)(ui, mi) = S,(zj, (/ljzgp) aj) 
(uj, mj), c’est-l-dire tels que z,(ui) = zj(uj) note a et (J,), (ai),i mi = 
m.. 11 existe deux morphismes u: i --) k et u: j -+ k de I tels que 
?:z.y$,&.) note a et tels que (G ) (a.) ,m.= (G ) (a.) mj. Alors 
(i,Jd, (F,),, A, = (a,&~FU),. mj. 11 exist: tk &edt b, <i, tkl’que b, < uk 
et lk(bk) = a et virifiant ‘&$F,),, m, = &,YF,),,m, ou p: disigne les 
morphismes de restriction des prefaisceaux. 11 existe un morphisme w: k -+ r 
de I tel que B,,,(a,) = B,,,(b) note a,. Alors on a (F,&mi = (F,),, (I;,),, llZi = 
f-G~CJa,Wn,mi = RJbp~~~U)o,mi = t~w)b&~~~vh,mj = t~d,,(F,h,mj = 
(Fwo)aJmj. Ce qui acheve de prouver le cone (S,(r,, (/31~pp) oi))is r est une 
colimite filtrante. 
(e) Soit A, la sous-categoric pleine de A engendree par les objets de 
presentation finie. Montrons que les objets de la forme (B1, (A)) quand A 
parcourt A,, forment un ensemble generateur propre [ 71. Cela revient a 
montrer que la famille des foncteurs (Hom((B,, (A)), -))AEAO reflete collec- 
tivement les isomorphismes, ou encore d’apres (c), que la famille des 
foncteurs (S,), EAO reflete collectivement les isomorphismes. Soit dr; a): 
(B, F) + (C, G) tel que S,(f, a) soit bijective pour tout A E A,, . En prenant 
A = 2 = objet initial de A, l’application S,(f a): uosB Hom,(Z, Fu) -+ 
UreC Horn,& Cc) est bijective, ce qui implique que l’application f est 
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bijeetive done est isomorphique. Pour tout A E A,,, la bijectivitk de S,u, a): 
u,,B Horn AA, Fu) + u,,= Horn AA, Cc) implique celle des applications 
Horn /(A, a,): HomJ(A, Fu) -+ Horn AA, GCf(a))), ce qui implique que les 
morphismes a, sont isomorphiques. Le morphisme V; a) est done 
isomorphique. 
(f) LEMME. Si P: X --) B est une coflbration prt?servant les colfmites 
Jiltrantes et posskkznt un aaoint ci gauche F: B + X tel que PF = 1 s, alors 
Pimage directe relativement d P d’un objet de prPsentation flnie de X par un 
morphisme de prksentation jlnie de B, est un objet de prhsentation pnie. 
Preuve. Soit B et C deux objets de presentation finie dans B, g: B + C un 
morphisme de B, X un objet de presentation linie de X tel que PX = B et 
f: X+ Y l’image dire&e de X par g. Pour chaque objet B de B, l’objet FB est 
initial dans la fibre X,. Pour chaque objet X de X,, on note ix: FB + X le 
morphisme unique. Montrons que (i,., f) est somme amalgambe de (Fg, ix). 
Soit m: X + T et n: FC --t T tels que mix = n(Fg). Alors (Pn) g = (Pn)(PFg) = 
P(n(Fg)) = P(mix) = (Pm)(PiJ = Pm. 11 existe un unique morphisme 
t: Y + T veritiant Pt = Pn et g= m. Les relations n(Fg) = mix = tJi, = tir(Fg) 
et Pn = P(tir) impliquent n = ti,. En outre si t’: Y + T est un morphisme 
vtriliant t’i r = n et t’f = m, alors Pt’ = Pt done t’ = t. L’objet Y est done de 
presentation finie comme colimite des objets de presentation fmie X, FB, FC. 
(g) Le foncteur P: FrFaisBool A -+ Boo1 posskde un adjoint B gauche 
qui associe i B, le couple (B, (2)) ou (2) est le prefaisceau constant de 
valeur 2. 11 preserve les colimites filtrantes d’apris (a). D’apres (f), si 
f: B + C est un homomorphisme d’algebres de Boole finies, l’image directe 
relativement a P d’un objet de presentation finie (B, F) parf, est un objet de 
presentation finie. 
(h) Soit B une algebre de Boole fmie, A un objet de presentation finie 
de A et (B, F) un objet de PrFalsBool A tel que Vu E B, Fu = Z ou A et 
(Va E B, Vb E B, a Q b) F(a Q b) = 1, ou 1, ou iA. Nous allons montrer que 
(B, F) est de presentation finie. Soit 8, l’ensemble {a E B: Fu = A} ordonne 
par l’ordre induit de B. Soit a E B,. Notons (a): B, + B l’unique 
homomorphisme vkrifiant (a)(u) = a. 11 a pour adjoint B gauche l’application 
g: B+ B, defmie par g(O)=O, g(b)= u pour 0 < b<a, g(b)= u’ pour 
0 < b < a’ et g(b) = 1 pour b 4 a et b 4 a’. L’image directe relativement h P 
de (B,, (A}) par (a) est l’objet (B, F,) 06 F, est l’extension de Kan a gauche 
de (A) par (u>op, i.e., F, = (A) gap est dkfini par F,,(b)= A pour b Qa et 
F,(b) = Z pour b 4 a et F,(b < c) = 1, ou 1, ou iA. L’objet (B, F’J est de 
presentation fmie d’aprks (g). La transformation naturelle po: F, + F est 
dtiinie par ((P=)~ = 1, ou 1, ou fA. Pour tout couple (u, b) E BZ tel que a ( b, 
la transformation naturelle pcrGb: Fa --) F, est d&b par (po<Jc = 1, ou 1, 
ou fA. On obtient alors un c&e (qo: (B, F,) + (B, F))OEB,, qui est en fait une 
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colimite dans PrFaisBool A. L’objet (B, F) est done de presentation tinie 
comme colimite finie d’objets de presentation finie. 
(i) Pour chaque objet A E A,, considerons I’objet (2, LA) de 
PrFaisBool A de la forme d&rite en (h), d&i par L,,(O) = A et LA( 1) = Z, 
et la transformation naturelle p,: (2, (Z)) + (2, LA) qui prend les valeurs 1, 
ou l,oui,. Un objet (B, F) de PrFaisBool A est clos i gauche pour p, si et 
seulement si l’ensemble Hom(2, LA), (B, F)) N Hom,(A, Fo) est un singleton. 
Done un objet (B, F) est clos a gauche pour {/IA: A E A,} si et seulement si 
FO 1: 1. Considerons l’algtbre de Boole P(3) des parties de l’ensemble 
{ 0, 1,2), qui peut &tre present&e par deux genlrateurs (0) et { 1 } satisfaisant 
la relation (0) n { 1) = 0. Pour toute algebre de Boole B, l’application 
Hom,(P(3), B) -+ D, = {(a, b) E B’: aA b = 0) qui associe a f le couple 
(f(Pl)J({ll)) t es une bijection. Pour A E A, considerons les deux objets 
(P(3), GA) et (P(3), HA) de PrFaisBool A de la forme d&rite en (h), 
delinis par GA(0)=GA({O})=GA({l})=HA(O)=HA({OJ)=HA({l})= 
HA({O, 1)) = A, les autres valeurs &ant Z, ainsi que la transformation 
naturelle yA: (P(3), GA) + (P(3), HA) qui prend les valeurs 1, ou 1, ou iA. 
Pour (a, b) E D,, notons P,,,. * F(a V b) + Fa x Fb le morphisme defini a 
l’aide des morphismes de restrictions de F. Pour (B, F) E PrFaisBool A 
l’application pa: Howl), GA), (BJ?) -+ U~a,b~EDsHo=dAJ+ XFb) 
detinie par o)a (J a) = ((f( { O}),f( ( I})), (a,,, , at, ,)) est bijective, ainsi que 
l’application va: Hom((PP), HA), (B, F)) -, Uca,bjEDB Hom,(A, (F(a V b))) 
&fink par v/,df, a) = ((f(P)), f({ 1 I>), alo d L’Wit6 (uta.6jEDB 
HomAW Pa,& vA = pa = Hom(y, 7 (By FN impiique les equivalences sui- 
vantes: (B, F) est clos a gauche pour yA o Hom(y,, (B, F)) est bijective 
o Uca,b)ED, Hom,(A,p,,,) est bijective o Hom,(A,p,,,) est bijective pour 
tout (a, 6) E D. Par suite: (B, F) est clos a gauche pour {y,: A E A,} OP,,~ 
est isomorphique pour tout (a, b) E D,. 11 en risulte que (B, F) est clos a 
gauche pour Z = {PA : A E A,} U {yA: A E A,} si et seulement si F est un 
faisceau sur B. Puisque les morphismes de 2: sont de presentation tinie, la 
catlgorie FaisBool A = (PrFaisBool A)r est de presentation linie [7]. 
(j) Le foncteur P: FaisBool A -+ Boo1 compose du foncteur inclusion 
FaisBool A + PrFaisBool A par le foncteur P: PrFaisBool A + Boo1 possede 
un adjoint i gauche et preserve les colimites filtrantes. Soient B, C E Boo1 de 
produit (p: B x C + B, q: B x C + C) et (B x C, H) un objet de Faisbool A. 
Alors (B, H(-, 0)) et (C, H(0, -)) sont des objets FaisBool A. Si 
a: H + H(--, O)pop et p: H + H(0, -) qop sont les transformations naturelles 
telles que ab,,: H(b, c) + H(b, 0) et /Ib,=: H(b, c) + H(0, c) sont les 
morphismes de restriction, alors le couple ((p, a): (B X C, H) --f (B, H(-, 0)), 
(q, p): (B x C, H) + (C, H(0, -))) est un produit car pour tout (b, c) E B X C, 
on a (b, c)= (b, 0) V (0, c) et (b,O)A (0, c)= (0,O) et par suite les 
morphismes de restriction composent un produit (ab,y H(b, c) + H(b, 0), pb,c: 
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H(b, c) --) HfO, c)). Le. fmcteuf P rel&e “done le8 facteurs .directs. Soit (B, F) 
et (C, 6) deux objets de FaisBool A dont le produit e# ((p, a): @ x C, H) + 
(4 F), (q, B): (B x C, H) + (C, G)). Alon pcwr ~eut (b, c1.E 13 x C, (atb,c+ 
H(b, c) -, Fb, Bta,cb: H(b, c) --t Gc) est un produit et par suite a(8,6,: 
W, O-+ Fb et &,,cl: H(& c)-+ Gc iont isomorphiques. Soit u, y): 
(S ,X C, H) + (D, Z,) un morphisme de FaisBool A et h: B + D un morphisme 
de Boo1 veriflant hp =f. Pour tout b E B, on a h(b) +h(p(b, 0)) =f(b, 0). Si 
on pose 8, = ytb ,,)af&: Fb +L(h(b)), on defmit un morphisme (h, 6): 
(B, F)-+ (0, L) vbifrant (h, Q(p, a) = df, y). 11 s’en suit que le morphisme 
ipimorphique (p, a): (B X C, H) 1-) (B, F) est .fortement cocarkien pour P. 
Les facteurs directs darts F&Boo1 A sent done fortement cocartbiens pour 
P. La categoric F&Boo1 A ,est done localement indkcomposable au-dessus 
de Bool (Proposition 9.0). 
14.3. EXEMPLES. Les catkgories de faisceaux bookens d’ensembles, d’en- 
sembles ordonnes, de treillis, de groupes, ‘de groupes ordon&, de groupes 
reticulis, d’anneaux, d’anneaux ordonnis, dknneaux r&icules, d’anneaux 
differentiels; de modules, d’algebres, etc., sont localement indkcomposables. 
14.4. Remarque. Lc foncteur P: F&Boo1 A + Bool deflni par 
P(B, F) = B et Pdf, a) =f est un morphisme de categories localement 
indecomposables. Le foncteur A: FaisBool A’+ Boo1 est done isomorphe a P 
et son adjoint a gauche K ass&& a B, le couple (B, aPB) 06 aPt, disigne le 
faisceau sur B akocid au pr$faisceau constant P, sur B de valeur 2. 
Soit J: A --t F&B&l A le foncteur d&ii par JA = (2, LA), avec LA(O) = 1 
etL,(l)=AetJf=(l,,Cp/)ou(Q)f),,=,llet(~,)isf. 
14.5. PROPCWIION. Le foncteur J: A -+ F&Boo1 A est a#otnt li gauche 
au foncteut section globale PI FaisBool A -+ A; il est pleinement ftdele et 
induit une equivalence entre la catkgorie A et la categoric des objets 
indecomposables de A. z 
Preuve. Immediate. 
14.6. PRO~GS~ON. Si A est une categoric localement ind&omposable, 
le foncteur 2 A --) FaiaBool A est un morphisme pleinement ftdele de 
categories localement indecomposables dont Padjoint ci gauche est le foncteur 
section globale P. 
Preuve. Soit (B; F) un objet de FdrrBool A. Notons &): B + A(F1) 
l’application qui associe a b E B, le factew direct F(b -+ 1): Fl + Fb de,Fl. 
Elle preserve 1Wment maximum, les complements et les homes supkieures 
disjointes finks. C’est done un homomorphisme d’aigebres de Book et le 
foncteur F est egal au foncteur (Fl)&,. On obtient de cette fa9on un 
296 YVES DIEM 
movhisme f.&), 1,): (I?, F) + (d(Fl), PI) detinissant en fait une transfor- 
mation naturelle q: lpd,soolA + CT par qfB,F) = (J&, lF). La transformation 
naturelle @ est isomorphique puisque qrA = v(~(~),J) = (J&J), 1~) = 
(1 d(AB, 12). De meme la transformation naturelle rq est isomorphique 
puiwe r~(~,~) = l,, . La relation I% = 1 A implique alors que r est adjoint a 
gauche de Z [20, Chap. IV. Sect. 1, ThCoreme 21 et que 2: est pleinement 
fiddle [20, Chap. IV, Sect. 3, Theorime 11. Puisque le foncteur A: A 4 Boo1 
preserve les colimites tiltrantes (2.4), le foncteur Z les preservent d’aprts la 
construction des colimites tiltrantes darts PrFaisBooI A ((b) preuve du 
The&me 14.2). En outre le foncteur r preserve les produits finis. 
Soit A une catlgorie localement de presentation finie et r un ensemble de 
familles tinies de morphismes de presentation finie de A de la forme 
(Yi:X-tXJis[l.n]* Les objets strictement clos a gauche pour r engendrent la 
sous-catigorie pleine A, de A [5,3.1]. Si (B, F) est un objet de FaisBool A 
et @ est un ultraliltre de B, la tibre de F en @ est F* = hco Fa. La 
categoric FaisBool A, des faisceaux booleens dobjets de A strictement clos ci 
gauche pour r est la sous-categoric pleine de FaisBool A ayant pour objet les 
couples (B, F) tels que les tibres de F soient des objets strictement clos a 
gauche pour K 
14.7. THBORBME. Si A est une categoric localement de presentation finie 
et P est un ensemble de families Jinies de morphismes de presentation finie de 
m2me source de A, la categoric FaisBool A, des faisceaux booleens d’objets 
de A strictement clos d gauche pour P, est localement indecomposable. 
Preuve. Soit Jr l’ensemble des families de morphismes de FaisBool A 
images par le foncteur J: A + FaisBool A des famille de morphismes de r. 
Les composants indecomposables d’un objet (X, F) de FaisBool A &ant les 
tibres de F, on a FaisBool A, = (FaisBool A),occJr,. Le risultat dicoule alors 
des Thboremes 14.2 et 11.4. 
Notons que la categoric des objets indecomposables de FaisBool A, est 
Cquivalente a A,. 
14.8. EXEMPLES. Les categories de faisceaux booliens de corps, de corps 
ordonnb, de corps differentiels, etc., sont localement indicomposables (cf. 
[5, 3 et 41). 
14.9. THBOR~ME. Les categories localement indecomposables sent exac- 
tement les categories equivalentes aux categories de la forme FaisBool A, de 
faisceaux booleens d’objets dune categoric localement de presentation Jinie 
A, strictement clos d gauche pour un ensemble P de families finies de 
morphismes de presentation finie de A. 
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hue. L&s cat&oh EWsBodA,- sont localamcnt imikomposables 
(‘lM&ma 14.7). Soit A uneeat&orie locakent indkcom~le et r= 
{(w:Zz+Z,~‘:Z24?)}. Abrs IadA=A, et A-FM3spBooHndA~ 
FaisB@hl A, - FalsBool A,. 
15. ~SCIUFTION AXIOMATIQUE DE LA 
CATlhORIE DES AJd’BBBS DE Boom 
15.0. PROPOSITION. Pour une catJgorie localement indeComposable, les 
assertions suivantes sont Pquivalentes: 
(1) A-l 
(2) z= 1, 
(3) A ne possdde aucun objet indtkomposable. 
Preuve. (1) o (2) car 1 est objet final strict. 
(1) =E- (3) car tout objet est final. 
(3) Q (1): le seul objet de FaisBoaUnd A &ant le couple ({0), l), on a 
A-FaisBooUndA- 1. 
15.1. THAORJIME. Sf A est une catkgorie localement indkomposable non 
kquivalente ci 1, les assertions suivantes sont kquivalentes: 
(1) A&Boo& 
(2) les objets indkcomposables de A sont isomorphes deux ci deux, 
,(3) t&t objet ind&wnpos@e de A est initial, 
(4) l’objet Z est ina%omposable et son carrk est g&&ateur propre 
aims A. 
Preuve. (1) + (2). Tout objet indecomposable de’ Bool est isomorphe a 
2. 5 
(2) * (3). La categoric 4 &tam pas iquivalente a 1, po+de au 
moins un objet indecomposable K (Proposition 15.0). L’existence du 
morphisme iK: Z + K implique que Spec,,,(Z) est non vide. Si 9 et Y sont 
deux elements de Spec,,,(Z), ,l’existence d’un isomorphisme Z, - Z, 
implique l’bgalite 9 = Y. L’ensemble Speqnd(Z) est done un singleton, ce 
qui .implique d(Z) ‘v 2 et par suite Z est indeoomposable. L’isomorphisme 
Z N K implique que K est initial. 
(3) + (4). L’objet Z est indkkmiposable sinon A pe p&s&de@ aucun 
objet ind6composable et serait kquivalente i 1 (Proposition 15.0). Soit 
f: A + B un morphism0 de A tel que l’application Horn *(Z*+ f) soit bijective. 
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Alors ddf): d(A) + d(B) et Spec,,,df): Spec,,,(B)+ Spec,,,(A) sont 
isomorphiques. Le morph&me de faisceaux au): 2 --) &(Spec,,,(S))*) 
(cf. 6) est isomorphique car il induit ,en chaque point @ E Spec,,,(A) un 
morphisme o(J), qui est isomorphique puisque les fibres de 2 et B sont des 
objets indecomposables done initiaux. Le morphisme f = o(J), est done 
isomorphique. Ce qui prouve que 2’ est generateur propre. 
(4) 3 (1). Les foncteurs d,: A + Boo1 et L&,~,: FaisBool A -+ Boo1 
verifient dFdsBwlA 2: = d,. Leurs adjoints a gauche respectifs K, et KFd,xodA 
satisfont done la relation rKFailsodA = KA. Pour tout objet B de Bool, l’objet 
K Fam,,,,,JB) = (4 ~PB> es un objet de FaisBoolInd A puisque 2 est inde- t 
composable. Par suite JYrKFF,Boo,A = KFdrBoolA. 11 s’en suit A,K,= 
A Famoo,A=J”m,,o,,t = kmo~~&~s~oo,~ = b-,a,~~ En OUtre le foncteur ‘A 
reflbte les isomorphismes puisque Zz est generateur propre. 11 en resulte que 
d, est une equivalence de categories. 
15.2. TH~OR$ME. Une catt!gorie est kquivalente ci la cattfgorie Boo1 si et 
seulement si 
(1) elle est cocompGte, 
(2) son objet initial Z est cog&&ateur propre, 
(3) le foncteur Hom(-, Z) p&serve les sommes finies, 
(4) le produit Z2 = Z x Z existe et est ghhateur propre de prksen- 
tation Jinie. 
Preuve. Soit A une cattgorie satisfaisant ces conditions. Les conditions 
(1) et (4) impliquent que A est localement de presentation finie [7]. 
Considerons le foncteur Horn A(-, Z): AoP + Ens. 11 preserve les produits 
fibrbs et les sommes finies et il reflete les isomorphismes, et par consequent il 
reflete les monomorphismes et les sommes finies. Puisque dans la categoric 
Ens, les sommes finies sont disjointes et universelles, il en est de m&me dans 
la categoric AoP et par suite, les produits finis sont codisjoints et couniversels 
dans A. La categoric A est done localement indecomposable. En outre l’objet 
Z est indecomposable dans A (Proposition 3.1). La categoric A est done 
tquivalente a la categoric Boo1 (Thloreme 15.1). 
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